RACHUNEK PREDYKATOW 3

W przypadku jezyka rachunku predykatéw pojecie prawdy jest relatywizowane do
tzw. odniesienia przedmiotowego, czyli interpretacji, jaka przyjmujemy dla danego
jezyka. Najprosciej mowigc, prawdziwos¢ danego wyrazenia zalezy od tego, co
oznaczajg wystepujagce w nim symbole: state i zmienne nazwowe, symbole
funkcyjne oraz state predykatowe.

ZADANIE 1
Okresl wartos¢ logiczng zdania reprezentowanego przez schemat

Q(e) A /\ [P(x) — Q(x)]
X

przy réznych interpretacjach J:

J1 — niech zmienne przebiegajq zbior ludzi; e — oznacza Ewe;
P — oznacza wtasnosc¢ bycia matka;
Q — oznacza wtasnos¢ bycia kobieta.

J, — niech zmienne przebiegajg zbior ludzi; e — oznacza Ewe;

P — oznacza wtasnosc¢ bycia kobieta;
Q - oznacza wiasno$¢ bycia matka.

J3 — niech zmienne przebiegajg zbior liczb; e — oznacza liczbe 1;

P — oznacza wtasnos¢ podzielnosci przez 2;
Q — oznacza wtasnos$¢ podzielnosci przez 3.

J4 — niech zmienne przebiegajg zbior zwierzat; e — 0znacza psa Sabe;

P — oznacza wtasnosc¢ bycia wielorybem;
Q — oznacza wtasnos¢ bycia ssakiem.

Interpretacje, dla ktérej formuta zdaniowa rachunku predykatow jest prawdziwa
nazywamy modelem tej formuly, zas interpretacje, dla ktérej formuta ta jest
fatszywa nazywamy kontrmodelem tej formuty.

ZADANIE 2
Sprawdz, ktére z ponizszych interpretacji sg modelami, a ktére kontrmodelami
formuty: V P(x) .
X
Js — zakresem zmiennych jest zbioér ludzi; P —ma 200 lat.

J6 — zakresem zmiennych jest zbior ludzi; P — jest studentem.
J7 — zakresem zmiennych jest zbiér drzew; P —ma 200 lat.
Jg — zakresem zmiennych jest zbior drzew; P — jest studentem.

ZADANIE 3
Znajdz model i kontrmodel dla formut:

(1) /X\[P(x)vQ<x>]
@ APx)AQx)]
X
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3 ANA[PX)AP(Y) > R(xy)]
Xy

Jakie sg metody wyznaczania warto$ci logicznych zdan reprezentowanych przez
roézne formuty przy ustalonej juz interpretacji?
Rozwazmy 4 przypadki:
1. Prawdziwosc¢ zdania egzystencjalnego.
Niech interpretacja J bedzie taka, ze:
zakresem zmiennych jest zbiér liczb naturalnych;
P — wlasnos$¢ bycia liczbg parzysta;
Q — wtasnosc bycia liczbg nieparzysta;
R - relacja bycia dwukrotnoscia.

v [P(x) A \y/ [a(y) AR Y)]]

Podanie przyktadu pozwala stwierdzi¢ prawdziwos¢ zdania
egzystencjalnego.

2. Fatszywos¢ zdania uniwersalnego.
Niech interpretacja J bedzie taka jak wyzej.

/X\[P(x)—> \y/ [Q(y) AR(x.y)]]

Podanie kontrprzyktadu pozwala stwierdzi¢ fatszywosc¢ zdania
uniwersalnego.

3. Falszywos¢ zdania egzystencjalnego.
brak metody rozstrzygania
4. Prawdziwos¢ zdania uniwersalnego.

Tautologia rachunku predykatéw to takie wyrazenie jezyka tego rachunku, ktére
jest schematem wylacznie zdan prawdziwych, za$ kontrtautologia — jest
schematem zdan wytacznie fatszywych.

Innymi stowy, tautologia to taka formuta, dla ktérej nie istnieje kontrmodel (bo
wszystkie interpretacje sg modelami), natomiast dla kontrtautologii — nie istnieje
jej model (wszystkie interpretacje sg kontrmodelami).

PRZYKLADY:
~ AP(x) <> V ~ P(x)
X X

~V P(x) & A~ P(x)
X X

V A R(xy)=> AV R(XY)
Xy y X
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Nie ma efektywnej metody sprawdzania, czy dany schemat jezyka rachunku
predykatéw jest tautologig (lub kontrtautologig) — inaczej niz w rachunku zdan,
gdzie mozna to zrobi¢ w skonczonej liczbie krokdéw metodg zero-jedynkowa.

ZADANIE 4
Ustal, ktore z ponizszych schematéw sg tautologiami:
(1) APX) <~V ~P(x)
X X
2) VP(x)e ~/A\~P(x)
X X
3) /\ [P(x) » Q(x)] /\ P(x) A AQ(x)
X

(4) /\/\ R(x, y)—>/\R(x X)

y

(5) \/\/R(xy)—>\/ R(x,X)
Xy

(6) /\R(xx)—>/\/\ R(X,Y)

y

Na ogot tatwiej jest wykazaé, ze dana formuta NIE jest tautologig (lub ze NIE jest
kontrtautologig): wystarczy mianowicie wskazac jakikolwiek kontrmodel (model)
tej formuty.

PRZYKLAD:
Formuta: AN [P(X) v Q(X)] —> A P(x)v /AQ(x)
X X X

nie jest tautologig, bo interpretacja ze zbiorem liczb naturalnych jako uniwersum i
predykatami: P — jest parzysty oraz Q — jest nieparzysty jest kontrmodelem tej
formuty.

Nie jest to rowniez kontrtautologia, gdyz interpretacja ze zbiorem liczb
naturalnych jako uniwersum i predykatami: P — jest dodatni oraz Q — jest ujemny
jest modelem tej formuty.

ZADANIE 5
Udowodnij (podajac odpowiednio kontrmodel i model), ze ponizsze formuty nie sg
ani tautologiami, ani kontrtautologiami.

1)V P(x)—> /AP(x)
X X

2) VPX) -V ~P(x)
X X

3) ~ /A\P(Xx)—> /\~P(x)
X X



4) [\X/ P(x) A \X/ Q)] > \X/ [P(x) A Q(x)]
5) AN [Rxy)— R(y,x)]
Xy

6) AN [R(xy) > ~R(y,x)]

Xy
@ AV Rxy)—=>VARKXY)
Xy y X

Rozszerzymy teraz pojecie prawdy dla jezyka rachunku predykatow (tym
samym rozszerzajac klase tautologii): mianowicie bedziemy nazywali
prawdziwymi nie tylko pewne zdania, ale i niektdre funkcje zdaniowe jezyka
rachunku predykatéw, a konkretnie te, ktore stajg sie zdaniami prawdziwymi
po poprzedzeniu ich kwantyfikatorami uniwersalnymi wigzacymi wszystkie
zmienne wolne wystepujgce w danej funkcji zdaniowe;j.

Tak wiec funkcje zdaniowg uwazamy za prawdziwa, gdy jest spetniona przez
dowolne obiekty z uniwersum.

PRZYKLAD:
Funkcja zdaniowa

Jesli x jest starszy od y, to y jest mtodszy od x.
jest prawdziwa, bo prawda jest zdanie
Dla kazdego x i dla kazdego y: jesli x jest starszy od y, to y jest mtodszy od x.

Natomiast funkcja zdaniowa
x jest starszy od y lub y jest starszy od x.
nie jest prawdziwa, bo fatszywe jest np. zdanie
Janek jest starszy od Janka lub Janek jest starszy od Janka.

(czyli para (Janek,Janek) nie spetnia tej funkcji).

ZADANIE 6
Ktore z ponizszych funkcji zdaniowych sg prawdziwe?

(1) xty =y+x

(2) Jezeli x jest prostq, a y jest punktem nie lezgcym na x, to istnieje takie z,
ze z jest prostq, y lezy na z i z jest réwnolegte do x.

(3) Jezeli x jest podobne do y, a y jest podobne do z, to x jest podobne do z.

(4) Jezeli x jest ojcem y, a z jest ojcem x, to z jest dziadkiem y.

(5) Jezeli x jest synem y, a y jest synem z, to z jest dziadkiem x.

(6

) Jezeli x jest zdaniem prawdziwym, to jezeli y jest zdaniem falszywym,
to y nie wynika logicznie z x.

* Zadania 3-6 pochodza z ,,Cwiczefi z logiki” B. Stanosz.



