RACHUNEK PREDYKATOW 4

Tautologiami KRP sg m.in. wszystkie formuty, ktére sg logicznie prawdziwe na
gruncie KRZ — tj. ktére sg podstawieniami tautologii KRZ, gdzie za zmienne

zdaniowe podstawia sie formuty KRP.
Kilka podstawowych tautologii swoistych dla rachunku predykatow:

1. prawo dictum de omni (orzekanie ze wszystkiego)
(prawo opuszczania kwantyfikatora ogéinego)
/A\P(X) = P(x)
X
Inne wersje:
/\P(x) = P(y)
X
/\P(x) > P(a) gdzie a - dowolna stata nazwowa
X
/A\P(x) = P(a) gdzie a. - dowolny term
X
2. prawo dictum de singulo (orzekanie z pojedynczego)
(prawo dotgczania kwantyfikatora szczegdtowego)
P(x) > V P(x)
X
Inne wersje:
P(y) = V P(x)
X
P(a) > V P(x) gdzie a - dowolna stata nazwowa
X
P(a) = V P(x) gdzie o - dowolny term
X
3. prawo subalternacji
/A P(x) = V P(x)
X X
4. dictum de nullo (orzekanie z niczego)
A\ ~P(x) >V ~P(x)
X X
5. prawa przemianowywania (zamiany) zmiennych zwigzanych
/A P(x) < /AP(y)
X y
V P(x) < V P(y)
X y



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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prawa de Morgana w jezyku rachunku predykatow
(czyli prawa negowania dla kwantyfikatoréw)

~V P(x) & /A ~P(x)
X X

~/A\P(X) & V ~P(x)
X X

prawa zastepowania (eliminacji) kwantyfikatorow

V P(x) <& ~ /\ ~P(x)
X X
APX) o~V ~P(x)
X X

prawo przestawiania duzych kwantyfikatoréw

/A /\ R(x,y) & /\/\ R(x,y)
Xy y X

prawo przestawiania matych kwantyfikatorow

V'V RKXY) e VVRKXY)
Xy y X

prawo przestawiania matego kwantyfikatora za duzy kwantyfikator

V A RXxY) > AV R(KXY)
Xy y X

prawo rozdzielnosci kwantyfikatora uniwersalnego wzgledem koniunkcji

A [P(x) A Q(X)] > AP(X) A AQ(x)
X X X

prawo rozdzielnoSci kwantyfikatora egzystencjalnego wzgledem
alternatywy

V [P(x) v Q)] « V P(x)v V Q(x)
X X X

schemat wyciggania kwantyfikatora uniwersalnego przed alternatywe

AP(X)v AQ(X) = A [P(X) v Q(x)]
X X X

schemat rozktadania kwantyfikatora egzystencjalnego na koniunkcje

V [P(x) A Q(x)] = V P(x) A V Q(x)
X X X

schemat rozktadania kwantyfikatora uniwersalnego na implikacje

/X\ [P(x) - Q(x)] - [/X\ P(x) — /X\Q(X)]

schemat rozktadania kwantyfikatora egzystencjalnego
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(a wiasciwie: duzego na dwa mate)

A [P(x) > Q)] - [V P(x) > V Q(x)]
X X X

17. A\ [P(x) » Q)] AA[Q(X) = R(X)] = A[P(x) » R(X)]
X X X
18. prawa ekstensjonalnosci dla kwantyfikatoréw

A [P(x) & Q(x)] = [AP(x) & AQ(x)]
X X X
NA[P(x) & Q)] = [V P(x) & V Q(x)]
X X X

/X\ [P(x) & Q(x)] - /X\ [P(x) — Q(x)] A /X\ [Q(x) = P(x)]

Czesto stosowane skroty:
df
N\ R Yy)< AN\ R(XY)

X,y Xy
df
V R(x,y)=V V R(x,y)
X,y Xy
i analogicznie /\ S(X,y,z) czy V S(x,Y,2) itd.
XY,z X,Y,Z

Takze tzw. kwantyfikatory ograniczone stanowig jedynie skrétowy zapis pewnych
ustalonych wyrazen:

A Q) = A[PX) - Q)]
P(X) X

V Q) <V [P(x) A Q)]
P(X) X

Zapis taki nie oznacza kwantyfikowania po predykatach! Chodzi tu wytgcznie o
ograniczenie zakresu kwantyfikatorow. Kwantyfikatory ograniczone nie
kwantyfikujg jakby po catym uniwersum, a jedynie po jego podzbiorze -
mianowicie po zbiorze tych tylko obiektow, ktére spetniajg warunek podany pod
kwantyfikatorem. Dla kwantyfikatorow ograniczonych obowigzujg analogiczne
prawa jak dla zwyktych kwantyfikatorow (np. prawa de Morgana, prawa
rozdzielnosci itp.).

PRZYKLADY:
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(1) A x*>06 A[x<0-x2>0]

x<0 X
) V x*>06 V[x<0Ax?>0]
x<0 X
3) A n=0 o AlneN—n>0]
neN n
(4) A\ Pi,jk) o AAA[ieNAjeNakeN - P(,jk)]
ijkeN i j ok

Kolejne przyktady pokaza, jak w jezyku rachunku predykatéw z identycznoscig
wyrazi¢ mozna ile przedmiotow posiada pewng wtasnosc.

ZADANIE 1

Odczytaj ponizsze schematy, jesli state predykatowe oznaczajg odpowiednio
wiasnosci: S — jest studentem, Z — zdal egzamin, a stata nazwowa r oznacza
Roberta.

(1) \X/ [S(x) A Z(x) A \y/ [S(y) A Z(y) A ~ (y = X)]]
2) \X/ [S(X) A Z(x)A ~ \y/ [S(y) A Z(y) A ~ (y = X)]]

@ Zr) A \X/ [Z(x) A ~(x=1)]

W rachunku predykatéw z identycznoscig mozna zdefiniowac¢ tzw. kwantyfikator
jednostkowy — istnieje doktadnie 1 x taksi, ze:

V! F(x) & VEX)A~VV [Fx) AFY) A ~(x =y)]
X X Xy

Analogicznie mozna wprowadzaé¢ inne kwantyfikatory ilosciowe, takie jak np.
istniejq dokladnie 2 obiekty takie, ze, czy ogolnie istnieje dokladnie n obiektow
takich, ze, (gdzie n jest dowolng liczbg naturalng), a takze kwantyfikatory typu
istnieje co najwyzej n obiektéow takich, ze, albo istnieje co najmniej n obiektow
takich, ze.

Natomiast kwantyfikatory uogdlnione typu istnieje nieskonczenie wiele, istnieje
przeliczalnie wiele, istnieje nieprzeliczalnie wiele, albo tez istnieje tyle samo
(wiecej / mniej) x takich, ze A(x), co y takich, ze B(y) , nie sg juz definiowalne w
klasycznym rachunku predykatéw z identycznoscia.

Analogicznie jak w rachunku zdanh definiuje sie w rachunku predykatéw pojecia
prawdy logicznej, fatszu logicznego, wynikania logicznego, logicznej
rownowaznosci, wnioskowania dedukcyjnego czy sprzecznego zbioru zdanh.
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Musimy tylko pamieta¢ o tym, ze pojecie tautologii rozszerzone jest na funkcje
zdaniowe, stgd prawdami logicznymi mogg by¢ nie tylko zdania, ale i funkcje
zdaniowe. Oczywiscie kazda tautologia rachunku zdan bedzie tez tautologig
rachunku predykatow.

ZADANIE 2°
Wskaz prawdy logiczne wsréd podanych nizej wyrazen.
(1) Jesli kazdy Ziemianin jest istotq rozumnag, to kazda istota rozumna jest
Ziemianinem.
(2) Jesli kazdy Marsjanin jest istotq rozumng, to jesli istniejq Marsjanie, to
istniejq istoty rozumne.

ZADANIE 3
Okres$l czy zdanie Istniejq przekupni sedziowie wynika logicznie ze zdania
Nieprawda, ze kazdy sedzia jest nieprzekupny.

ZADANIE 4
Ktore z podanych nizej zdan wynika logicznie ze zdania
(*) Kazda teoria opiera sie na pewnych aksjomatach.
(1) Istnieje taki aksjomat, na ktérym opiera sie kazda teoria.
(2) Nieprawda, ze istnieje taki aksjomat, na ktérym opiera sie kazda
teoria.
(3) Nieprawda, ze istnieje teoria nie opierajqca sie na zadnym aksjomacie.
(4) Pewna teoria opiera sie na pewnym aksjomacie.

ZADANIE 5
Wskaz pary zdan logicznie rwnowaznych wsrdd zdan podanych ponize;j.
(1) Kazde zdanie jest prawdziwe lub falszywe.
(2) Istniejq zdania falszywe i istniejq zdania prawdziwe.
(3) Nieprawda, ze kazde zdanie jest prawdziwe.
(4) Nieprawda, ze istniejq zdania, ktoére nie sq ani prawdziwe ani
falszywe.
(5) Nieprawda, ze (zadne zdanie nie jest falszywe lub zadne zdanie nie jest
prawdziwe).
(6) Istniejq zdania, ktore nie sq prawdziwe.

ZADANIE 6
Sprawdz, ktére z podanych nizej wnioskowan sg dedukcyjne.
(1) Kazdy uczony jest racjonalistq.
Niektorzy filozofowie nie sq racjonalistami.
Zatem niektorzy filozofowie nie sq uczonymi.
(2) Niektorzy filozofowie sq materialistami.
Niektorzy filozofowie sq racjonalistami.
Zatem niektorzy materialiSci sq racjonalistami.
(3) Niektorzy uczeni nie ceniq zadnego filozofa.
Kazdy filozof jest uczonym.
Zatem niektorzy filozofowie nie ceniq samych siebie.

* Zadania 2-9 pochodzg z ,,Cwiczen z logiki” B. Stanosz.
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(4) Istnieje kwas, ktéry dziala na kazdy metal.
Zatem na kazdy metal dziala jaki$ kwas.

(5) Istnieje kwas, ktory dziata na kazdy metal.
Zatem kazdy kwas dziala na jakis metal.

Formuta zdaniowa A zawierajgca nazwe indywiduowg a jest prawdg
logiczng wtedy i tylko wtedy, gdy formuta A’ powstajgca z A przez
konsekwentne zastgpienie nazwy a zmienng x (ktéra nie wystepuje w
A jako wolna i nie stanie sie zwigzana w A’) jest prawdg logiczna.

ZADANIE 7
Zbadaj, czy ponizsze wnioskowania sg dedukcyjne.
(1) Ludzie sq rozumniejsi od zwierzqt.
Zatem skoro Jasiu jest cztowiekiem, a Krasula jest zwierzeciem, to
Jasiu jest rozumniejszy od Krasuli.
(2) Niektoérzy ludzie lubiq kazdego, kto jest o nich dobrego zdania.
Jan jest dobrego zdania o kazdym czlowieku.
Zatem niektorzy ludzie lubiq Jana.
(3) Kazdy krytyk literacki ceni pewnego pisarza, a niektorzy pisarze nie
ceniq zadnego krytyka literackiego.
Piotr jest krytykiem literackim.
Zatem Piotr ceni kogos, kto jego nie ceni.

ZADANIE 8
Zbadaj, ktére z podanych nizej zbioréw formut sg semantycznie sprzeczne.

(1) /X\ [P(x) = Q(x)]
A [Q(x) = V R(xY)]
X y
V P(x)

X
/A\/\ ~R(x,y)
Xy

) /X\/y\ [P(x) A Q(y) = R(x,Y)]

V [P(x) A Q(x)]
X
A [P(x) = ~R(x,x)]
X
ZADANIE 9

Ocen pod wzgledem poprawnosci formalnej i materialnej podane nizej
wnioskowania.
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(1) Kazde twierdzenie udowodnione jest prawdziwe.

Kazde twierdzenie prawdziwe opisuje pewien fakt.

Zatem twierdzenia nieudowodnione nie opisujq zadnych faktow.
(2) Kazde twierdzenie oczywiste jest prawdziwe.

Kazdy czlowiek uznaje wszystkie twierdzenia oczywiste.

Zatem kazdy cztowiek uznaje wszystkie prawdziwe twierdzenia.

Na koniec jeszcze powtdrka z teorii (wszystko tak, jak byto w rachunku zdan):

Zdanie B wynika logicznie ze zbioru zdan X = {ou, az, ..., an} witw, gdy zdanie

postaci
Jesli o1iozi...7 an to PB”
jest prawda logiczna.

Analogicznie, formuta B wynika logicznie ze zbioru formut X = {A1,Az,...,An}
witw, gdy implikacja (A1) A (A2) A ... A (An) = (B) jest tautologig.
Fakt ten zapisujemy nastepujgco: XEB lub {A1,A2,...,An} EB.

Zatézmy, ze X jest dowolnym zbiorem formut KRP, zas A i B to dowolne
formuty KRP. Zachodzg wowczas nastepujgce zaleznosci:

Kazda formuta nalezgca do zbioru formut wynika logicznie z tego zbioru:

| Jesli AeX, to X EA. |

Ponadto:
Formuta A jest tautologig witw, gdy wynika logicznie ze zbioru pustego:

FA & JFEA

Semantyczne twierdzenie o dedukcji

Jesli B wynika logicznie ze zbioru X i formuty a, to implikacja
o—p wynika logicznie ze zbioru  X:

Jesli XU {A}EB, to XEA->B.

Semantyczne odwrotne twierdzenie o dedukc;ji

Jesdli implikacia A—B wynika logicznie ze zbioru X, to B
wynika logicznie ze zbioru X i formuty A:

Jesli XEA—B, to XU{A}EB.
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WNIOSEK
| XU {Al EB witw, gdy XFEA - B. |

W szczegdlnosci (dla X=(J)

| AEB witw, gdy EA — B. |

Zbiér zdan nazywamy semantycznie sprzecznym  witw, gdy koniunkcja
wszystkich zdan z tego zbioru jest fatszem logicznym.

Zbior formut nazywamy semantycznie sprzecznym witw, gdy koniunkcja
wszystkich nalezgcych do niego formut jest kontrtautologia.

Innymi stowy zbiér semantycznie sprzeczny ma te wtasnos¢, ze zdania (formuty),
ktére do niego nalezg, nie moga by¢ wszystkie jednoczesnie prawdziwe.

W szczegodlnosci zbior zawierajgcy dwa zdania sprzeczne jest zbiorem
sprzecznym.

Semantyczne twierdzenie o dedukcji nie wprost

1. Zbiér formut XU { A} jest semantycznie sprzeczny witw, gdy X E ~A.
2. Zbior formut XU {~A } jest semantycznie sprzeczny witw, gdy X E A.

Zbior jest wiec semantycznie sprzeczny witw, gdy jest w nim taka formuta, ze jegj
negacja wynika z pozostatych formut tego zbioru.

Ponadto mozna pokaza¢, ze:

Zbior formut X jest semantycznie sprzeczny witw, gdy wynikajg z
niego logicznie dwie formuty sprzeczne:

XEA oraz X FE ~A.




