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PODSTAWOWE WELASNOSCI METAMATEMATYCZNE KRP
Oczywiscie systemy dedukcyjne dla KRP budowane sg w taki sposéb, zeby
wszystkie ich twierdzenia byty tautologiami; mozna wiec pokazac, ze dla KRP
zachodzi: A EA
KRP jest takze systemem semantycznie petnym, tzn., ze wszystkie tautologie
posiadajg dowody:

EA - A
Twierdzenie o petnosci KRP udowodnit po raz pierwszy Kurt Godel w roku 1930.
KRP jest takze systemem niesprzecznym.
Oproécz znanego nam juz pojecia tzw. mocnej zupetnosci (zupetnosci w sensie
Posta) uzywa sie tez innego pojecia syntaktycznej zupetnosci:

Mowimy, ze system jest syntaktycznie zupetny (w tym drugim sensie), gdy dla
kazdego zdania, albo ono, albo jego negacja jest twierdzeniem systemu.

KRZ jest zupetny w sensie Posta, lecz nie jest zupetny w tym drugim sensie.
KRP nie jest zupetny ani w jednym, ani w drugim sensie. Dla uzasadnienia tego
wystarczy rozwazy¢ np. formute:

\X/\y/~(x:y)

Ani ona, ani jej negacja nie sg tautologiami, zatem nie sg tez twierdzeniami KRP.
Z drugiej strony, dodanie takiej niedowodliwej formuty do systemu nie doprowadzi
do sprzecznosci.

KRP (jako catos¢) nie jest tez rozstrzygalny (twierdzenie Churcha z r. 1936).
Istniejg jednak pewne rozstrzygalne fragmenty KRP, np. tzw. monadyczny RP,
czyli rachunek, ktérego jezyk ograniczony jest do formut zawierajgcych wytgcznie
predykaty jednoargumentowe. Efektywng metoda rozstrzygania dla
monadycznego RP jest metoda kot Eulera (albo diagraméw Venna).

Inne rozstrzygalne fragmenty RP to np. klasa formut poprzedzonych jedynie
kwantyfikatorami ogéinymi — albo jedynie kwantyfikatorami szczegotowymi — albo
klasa formut, w ktérych wszystkie kwantyfikatory ogdlne poprzedzajg
kwantyfikatory szczegotowe.

Podstawowe metatwierdzenie dla KRP to twierdzenie o dedukcji:

Jesli X jest zbiorem formut i A jest zdaniem oraz formuta B jest
dedukowalna z X i A (tj. daje sie udowodni¢ w oparciu o X i A przy
pomocy stosownych regut inferencyjnych), to wowczas z X mozna
wydedukowac¢ implikacje A—B, tzn.:

Jesli X,AFB,to X-A-B
W szczegdlnym przypadku, gdy X jest zbiorem pustym, zachodzi:

Jesli AFB,to -A-B

Twierdzenie o dedukcji méwi, ze dla udowodnienia implikacji wystarczy z jej
poprzednika wywies$¢ nastepnik. Dzieki temu wtasnie twierdzeniu mozna w KRP
stosowac¢ metode dedukciji naturalnej, czyli zatozeniows.

Istnieje tez tzw. odwrotne twierdzenie o dedukcji:

Jesli XA—-B,to X,AF-B
| w szczegdlnosci:  Jesli FA—B,to A-B
To metatwierdzenie z kolei pozwala wprowadzaé do systemu wtorne reguty
inferencyjne na podstawie udowodnionych twierdzen.
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Jezyk KRP zawiera jedynie zmienne i state indywiduowe oraz predykaty o takich
wiasnie argumentach i kwantyfikatory po takich zmiennych. Tego typu jezyki
nazywa sie jezykami elementarnymi, a wyrazone w nich teorie — teoriami
elementarnymi (przy czym przez teorie rozumiemy ustalony jezyk wraz z
okreslong aksjomatyka i regutami dedukciji).

Istniejg jednak inne jeszcze typy obiektéw, o ktorych mogtyby mowic teorie,
zwlaszcza matematyczne: zbiory indywidudw, zbiory zbiorow, relacje miedzy
indywiduami, relacje miedzy zbiorami itd. W jezykach takich bogatszych teorii
musiatyby wiec wystepowac zmienne wyzszych typow (reprezentujgce zbiory czy
relacje), ktére mogtyby by¢é argumentami odpowiednich predykatow (wyzszego
rzedu) i ktére mogtyby by¢ kwantyfikowane.

Z drugiej jednak strony, zbiory i relacje w pewnym sensie sprowadzajg sie do
predykatéw: kazdemu predykatowi odpowiada pewien zbior (tych obiektow, ktore
go spetniajg), a kazdemu zbiorowi odpowiada pewien predykat (spetniony tylko i
wytgcznie przez elementy tego zbioru). Tak wiec w takim rozszerzonym rachunku
predykatdw mozna nadal mowic tylko o indywiduach i o predykatach, z tym ze
wprowadzi¢ nalezy predykaty wyzszych rzedow oraz trzeba dopuscic
kwantyfikacje po predykatach.

Predykaty pierwszego rzedu (n=1) to funktory zdaniotwércze o argumentach
nazwowych (czyli te, ktérych argumentami sg wytgcznie nazwy indywiduowe).

Predykaty n-tego rzedu (n>1) to funktory zdaniotwércze o argumentach
nazwowych i predykatowych, przy czym co najmniej jeden argument musi byc¢
predykatem rzedu n—1 i nie ma wsréd nich predykatow rzedéw wyzszych niz n—1.

PRZYKLADY:

e predykat sq rozilgczne:
def

Rozt (F,G) > ~ Y/ (F(x) A G(x))

e predykat jest zwrotna:
def

Zwr (R) <—>/X\R(x, X)

e predykat jest symetryczna:
def

Sym(R) <> ){}/ (R(x,y) = R(y,x))

Jak widac¢, predykaty wyzszych rzedow reprezentujg wlasnosci i relacje innych
wlasnosci i relacji: predykaty pierwszego rzedu odpowiadajg wiasnosciom i
relacjom miedzy indywiduami, a predykaty drugiego rzedu to wiasnosci i relacje
miedzy predykatami pierwszego rzedu itd.

KRP nazywany jest tez rachunkiem pierwszego rzedu (albo wezszym rachunkiem
funkcyjnym) w odréznieniu od rachunkéw wyzszych rzedéw. Poniewaz jest to
podstawowy system logiczny, méwi sie o nim tez klasyczny rachunek logiczny.
Jest to po prostu logika w wezszym tego stowa znaczeniu.
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W KRP mozna wyrazi¢ wszelkie teorie matematyczne (i nie tylko). Jako przyktad
omowimy teorie_mnogosci. Jej tworcg byt G. Cantor (lata siedemdziesigte/
osiemdziesigte XIX w.). Nie zawierata ona definicji zbioru ani nie wprowadzono
tego pojecia w sposdb aksjomatyczny i poczgtkowo rozwijano te teorie w sposob
czysto intuicyjny. Taki sposob okazat sie jednak zawodny, gdyz wkrotce pojawity
sie na gruncie tej teorii sprzecznoséci (np. antynomia Russella).

Uscisleniem teorii intuicyjnych sg teorie aksjomatyczne (znane juz od
starozytnosci — jak teoria Euklidesa). Budujgc takie teorie ustala sie najpierw jej
pojecia pierwotne, czyli niezdefiniowane. Ich podstawowe witasnosci opisuje sie w
aksjomatach (pewnikach) — jedynych twierdzeniach teorii przyjmowanych bez
dowodu. Na gruncie teorii aksjomatycznej operuje sie wytgcznie pojeciami
pierwotnymi lub zdefiniowanymi przy pomocy poje¢ pierwotnych. Za twierdzenia
teorii uznaje sie zdania, ktore dajg sie uzyskaC¢ z aksjomatéow za pomocag
poprawnego rozumowania. Wszelkie wiasnosci poje¢ danej teorii nie wymienione
w aksjomatach wymagajg dowodu.

Pierwszg aksjomatyke dla teorii mnogosci sformutowat w 1904 r. E. Zermelo; byta
ona pozniej uzupetniana i modyfikowana (A. Fraenkel, J. von Neumann, P.
Bernays, K. Godel). Pojecia pierwotne to pojecie zbioru i pojecie nalezenia do
zbioru (tj. bycia elementem zbioru). A oto aksjomatyka:

(1) Aksjomat réwnosci zbioréw : dwa zbiory sg rowne, o ile majg te same
elementy.

(2) Aksjomat istnienia : istnieje co najmniej jeden zbior.

(3) Aksjomat pary : dla dowolnych dwoch przedmiotow istnieje zbidr, ktérego
sg one jedynymi elementami.

(4) Aksjomat sumy : dla dowolnych dwoch zbioréw istnieje zbidr, do ktérego
nalezg wytacznie ich wszystkie elementy.

(5) Aksjomat podzbiorow (wyrdzniania) : dla kazdego zbioru X i kazdej funkciji
zdaniowej ¢(x) (o zakresie zmiennosci X) istnieje zbior ztozony wytgcznie z
wszystkich tych elementow zbioru X, ktore spetniajg dang funkcje ¢(x).

(6) Aksjomat zbioru potegowego : dla kazdego zbioru X istnieje zbiér, ktérego
elementami sg wytgcznie wszystkie podzbiory tego zbioru X.

(7) Aksjomat nieskonczono$ci : istnieje zbior nieskonczony.

(8) Aksjomat wyboru : dla kazdej rodziny zbioréw niepustych i roztgcznych
istnieje zbidr, ktory z kazdym ze zbiorow tej rodziny ma dokfadnie jeden
wspolny element.

(9) Aksjomat ufundowania (albo regularnosci) : do kazdego niepustego zbioru
X nalezy taki element Y, ze zaden element Y nie jest elementem zbioru X.

Ten ostatni aksjomat gwarantuje m.in. to, ze nie istniejg zbiory bedgce wiasnymi
elementami (XeX), czy tez zbiory bedgce elementami swoich elementow
(XeY)A(YeX)), czy ogdlnie takie, ze (X, eX,)A(X,eX)A...A(X, eX)).
Poniewaz aksjomat ten jest niezalezny od pozostatych aksjomatow, czasem
rozwazane sg teorie, w ktorych jako aksjomat przyjmuje sie jego negacje.
Wystepujgce w takich teoriach nieufundowane zbiory noszg nazwe hiperzbiorow.

Do wymienionych wyzej nalezy jeszcze doda¢ aksjomaty identycznosci.
Stwierdzajg one, Zze relacja identycznosci jest zwrotna, symetryczna i
przechodnia, a ponadto, ze przedmioty identyczne sg wzajemnie wymienialne
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pod predykatami bycia zbiorem i nalezenia do zbioru (tzn. dla dowolnych dwdch
identycznych obiektow jest tak, ze jeden z nich jest zbiorem witw, gdy drugi tez
jest zbiorem, jeden jest elementem danego zbioru witw, gdy drugi jest elementem
tegoz zbioru i dowolny przedmiot jest elementem jednego z tych zbioréw witw,
gdy jest elementem drugiego z nich).

Rozumowania przeprowadzane w celu udowodnienia twierdzenia, zarowno w
teoriach intuicyjnych, jak i aksjomatycznych, formutowane sg w jezyku potocznym
i oparte raczej na ,zdrowym rozsgdku® niz na ustalonym zestawie regut
wnioskowania. Dgzgc do uzyskania jeszcze wiekszej Scistosci niz w teoriach
aksjomatycznych, matematycy opracowali tzw. teorie sformalizowane. W tego
typu teoriach jezyk potoczny zastepowany jest jezykiem sformalizowanym. W tym
celu najpierw ustala sie alfabet danego jezyka (zbiér wszystkich stosowanych
symboli), a nastepnie okresla sie tzw. requty formowania, ktoére opisujg mozliwe
sposoby konstruowania formut, czyli ztozonych wyrazen jezykowych, ktérymi
jedynie wolno postugiwac sie w danej teorii. Alfabet oprécz znanych nam symboli
moze zawieraC tzw. state pozalogiczne, (inaczej state specyficzne teorii), czyli
symbole oznaczajgce wszystkie pojecia pierwotne teorii aksjomatycznej, ktorg
formalizujemy.

Z kolei wsrod wszystkich formut jezyka teorii sformalizowanej wyrézniamy te,
ktére traktujemy jako odpowiedniki jej aksjomatow. Nazywamy je aksjomatami
specyficznymi danej teorii. Nastepnym etapem formalizaciji teorii aksjomatyczne;j
jest wybor aksjomatéw logicznych (sposrod tautologii KRP) i regut dowodzenia
(sposrod regut niezawodnych KRP), ktore tgcznie stanowig aparat logiczny teorii.
Na koniec pozostaje sprecyzowaé intuicyjne pojecie dowodu, definiujgc jego
odpowiednik na gruncie teorii sformalizowanej, mianowicie tzw. dowodd formalny
(w znany nam juz sposoéb). Ostatecznie twierdzeniami danej teorii sg te jej
formuty, dla ktorych istnieje dowdd formalny. | w taki oto sposob przechodzimy od
tzw. czystej logiki do tzw. logiki stosowanej.

Wrécimy teraz do teorii mnogosci i pokazemy jej formalizacje.
Alfabet: ~ A v > o AN\ V
X;, Xy, Xg,...

)

(Z — predykat jednoargumentowy (jest zbiorem)

— predykat dwuargumentowy (jest elementem)

— predykat dwuargumentowy (jest identyczny)

Formuty atomowe: Z(x), xey, x=y

Formuty zdaniowe: formuty atomowe oraz formuty postaci:

~(A), (AAB), (AvB), (A—>B), (A+B), /X\A, \X/A
(gdzie A i B to dowolne formuty zdaniowe).

Aksjomaty identycznosci:

A\ (x=x)
£y x=y = y=x

m
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xg/\,z (X=yY A Yy=Z > X=2)

){,}/(X=y A LX) = Z(y))

xé/\,z (X=Y A XeZ = Yye2)

x,/y\,z (X=y A ZeX = zeYy)
Aksjomaty specyficzne (wybrane):
(1) aksjomat ekstensjonalnosci

@A Zy) A /Nzexozey) > x=y)

(3) aksjomat pary
){}/\U/(Z(u)/\/Z\(ZEUHZ:X\/z=y))

(4) aksjomat sumy

){’}/[Z(X)/\ Z(y)—)\u/(Z(U)/\/Z\(ZEU(—)ZEXVZEy))]

itd.

Idea formalizmu w matematyce powstata m.in. w zwigzku z programem Dawida
Hilberta (1904), ktorego myslg przewodnig byto zbudowanie teorii
sformalizowanej obejmujgcej catg matematyke i udowodnienie jej
niesprzecznosci za pomocg elementarnych srodkéw logicznych. Program ten nie
przynidst jednak spodziewanych rezultatéw, a przyczyng jego upadku stato sie
twierdzenie udowodnione przez K. Gdodla, gtoszace, ze:

Dowdd niesprzecznosci kazdej teorii sformalizowanej zawierajgcej
arytmetyke liczb naturalnych mozna przeprowadzic¢ jedynie na gruncie
teorii matematycznej obszerniejszej od tej, ktorej niesprzecznosé
chcemy udowodnié.

Mimo zatamania programu Hilberta teorie sformalizowane pozostalty waznym
narzedziem badan matematycznych. Z drugiej strony, stanowig tez one
interesujgcy obiekt takich badan. Dziat matematyki zajmujgcy sie ich badaniem
nazywamy metamatematykg, a do jej najwazniejszych zagadnien nalezg
problemy niesprzecznosci, zupetnosci i rozstrzygalnosci teorii.

Twierdzenie Godla spowodowato, ze zamiast dgzy¢ do konstrukcji absolutnych
dowodow niesprzecznosci ograniczono sie do dowodow wzglednych,
polegajgcych na wykazaniu, ze dana teoria jest niesprzeczna o ile inna teoria (np.
arytmetyka liczb naturalnych) jest niesprzeczna.

Cho¢ wydawatoby sig, ze arytmetyka liczb naturalnych jest teorig zupetng w tym
sensie, ze istnieje w niej dowdd dla kazdego zdania wyrazonego w jezyku
sformalizowanej arytmetyki (lub dla jego negacji), to jednak K. Godel udowodnit,
ze kazda niesprzeczna teoria sformalizowana zawierajgca arytmetyke liczb
naturalnych jest niezupetna. | dalej, K. Gédel udowodnit takze nierozstrzygalno$c¢
arytmetyki liczb naturalnych (a wiec i wszystkich zawierajgcych jg teorii
matematycznych).

Pierwsze aksjomatyczne ujecie arytmetyki liczb naturalnych zaproponowat G.
Peano w 1889 r. Oto jego sformalizowana wersja jako teorii elementarne;.
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Alfabet: ~ A v » <« AN\ V
X;, Xy, Xgpeon

()

0 - stata nazwowa (zero)
S - funktor nazwotwdrczy jednoargumentowy (nastepnik)
+ — funktor nazwotworczy dwuargumentowy (suma)
« — funktor nazwotworczy dwuargumentowy (iloczyn)
= — predykat dwuargumentowy (jest identyczny)
Termy: zmienne nazwowe, 0, wyrazenia postaci: S(a), a+p, o< (gdzie o i
B to dowolne termy).
Formuty atomowe: a=p (gdzie o i B to dowolne termy).
Formuty zdaniowe: formuty atomowe oraz formuty postaci:

~(A), (AAB), (AVB), (A>B), (AoB), AA, YA

(gdzie A i B to dowolne formuty zdaniowe).
Aksjomaty:
1 A (x=Xx)

(2) ){},(x:y - Y=X)

(3) x/y\z (X=y A y=Z > X=2)

4) ){},(x=y — S(x)=S(y))
(5) {} (S(X)=S(y) = x=Y)

(6) x/y\z (X=y = X+Z2=Yy+2)

(7) x/y\z (X=y = Z+X=2+Y)

®) N, X=Y = Xez=y-2)

9) XQ\’Z (X=y > zex=2-Y)

(100 ~Y (0=5(x))

(11) /X\ (Xx+0=x)

(12) ){}/ (X+S(y) =S(x+Y))

(13) /X\(x-0=0)

(14) ){} (X +S(y)=(x+y)+X)

(15)  A0) A N [A(X) = A(S(X))] = 4\ A(X)

(A(0) oznacza A(x/0), A(S(x)) — A(x/S(x)); aksjomat (15) to wtasciwie schemat nieskonczenie wielu aksjomatow;
reprezentuje zasade indukcji matematycznej)



