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TEORIA MNOGOSCI

W teorii mnogosci (ij. teorii czy rachunku zbioréw) pojecia podstawowe, czyli
zbiér i nalezenie do zbioru (albo bycie elementem zbioru), sg pojeciami
pierwotnymi, czyli niedefiniowalnymi, o wtasnosciach scharakteryzowanych przez
aksjomaty teorii. Nalezy zbiory traktowac jako twory abstrakcyjne, stanowigce
kolekcje okreslonych rozréznialnych obiektéw. Zbiory sg przez nas
wyabstrahowane sposrdéd catego uniwersum, poprzez wyodrebnienie w nim
pewnych (nieidentycznych) obiektow i traktowanie ich wszystkich tacznie jako
odrebnej catosci. Obiekty te nazywamy elementami zbioru; méwimy tez, ze
elementy nalezg do danego zbioru; symbolicznie:

aeB, xeX
def

agB < ~(aeB)

Zasada ekstensjonalnosci
Zbiory sg identyczne witw, gdy nalezg do nich dokfadnie te same elementy:

AzB(—)/)(\(XeA(—)XeB)

A zatem zbidr jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje elementy — bo nie ma
dwoceh réznych zbiordw, ktore sktadatyby sie z tych samych elementow. Okresli¢
zbidr to tyle, co podac, z jakich przedmiotéw sie on sktada. Nieistotne jest wiec,
jak zbidr okreslimy, a jedynie — co do niego nalezy.

ZADANIE 1
Czy zbiory A i B sg rowne?
(1) A — zbior wszystkich mieszkancow Warszawy w roku 2000,
B — zbior wszystkich mieszkancow stolicy Polski w roku 2000.
(2) A — zbior wszystkich mieszkancow Warszawy w roku 1000,
B — zbidr wszystkich mieszkancow stolicy Polski w roku 1000.
(3) A — zbidr wszystkich dzielnic Warszawy,
B — zbidér wszystkich ulic Warszawy.
(4) A — zbior wszystkich miast mniej niz 90-milionowych,
B — zbior wszystkich miast mniej niz 100-milionowych.
(5) A — zbior prostokgtéw rownobocznych,
B — zbior kwadratéw.
(6) A — zbior dzielnikow liczby 4,
B — zbior trzech liczb: 1, 2 oraz 4.

Metody definiowania zbiorow:

|. Zbiér mozna okresli¢ przez podanie warunku charakteryzujgcego jego
elementy, tj. funkcji zdaniowe| spetnionej przez wszystkie i tylko te
przedmioty, ktére nalezg do tego zbioru (innymi stowy — wiasno$ci
posiadanej przez te i tylko te przedmioty).

{x:P(x)}
{XxeN:P(X)}={x:x e NAP(X)}
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ZADANIE 2

Odczytaj ponizsze zapisy:

(1) {x: xjest filozofem}

(2) Platon € {x: x jest filozofem}

(3) {x x>0}
@) {x: n\e{\l (x=2n)}

(5) {x € N: xjest podzielne przez 2}
(6) {x: xjestrektorem UAM}
(7) Lipowska & {x: x jest rektorem UAM}.

Il. Zbiér mozna tez scharakteryzowaé przez wyliczenie jego elementow
(podanie ich listy).

{0,2,4,6,8,10} = {0,2,4,...,10}
{0,2,4,6,..}
{3, Kowalski, Pentagon, Sybir, zbior liczb parzystych}

Porzadek elementéw w zbiorze nie odgrywa roli; np.
{0, 7} ={7,0}
(na mocy zasady ekstensjonalnosci).
Powtarzanie nazwy tego samego elementu w zbiorze rowniez nie zmienia zbioru,
np.
{0,7}y={7,7,7,0,0}
takze na mocy zasady ekstensjonalnosci (zbiér to kolekcja obiektow
rozréznialnych!)”
Zbior jednostkowy (inaczej singleton) to zbiér jednoelementowy. Zbidr
jednostkowy jest obiektem r6znym od nalezgcego don elementu:
{a}#a a takze {{a}} = {a} itd.
Oczywiscie ae{a}, {a}e{{a}} itd.

Z aksjomatéw teorii mnogosci wynika:

_ Zasada dystrybutywnosci
Zaden zbidr nie jest identyczny z Zadnym ze swoich elementow:

NN\ (xeA->x=A)
X A

Zbiér pusty (oznaczany & ) to zbior, do ktérego nie nalezy zaden element;
moze by¢ wyznaczony przez dowolny warunek sprzeczny, albo warunek, ktérego
nie spetnia zaden obiekt.

ZADANIE 3

(1) lle istnieje zbioréw pustych?

(2) Czym rézni sie @ od zbioru {J}?
(3) A zbior {Z} od zbioru {{&}}?

# Rozwaza sie takze kolekcje, w ktorych obiekty moga wystepowac wielokrotnie — s to tzw. multizbiory
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Rodzina zbioréw to zbiodr, ktdrego elementami sg zbiory.

Kolejne stopnie abstrakcji tworzg wiec hierarchie obiektdéw réznych typdw:
indywidua — zbiory — rodziny zbioréw itd.

UWAGA: relacja nalezenia do zbioru (€) NIE jest przechodnia !

ZADANIE 4
Jakie zaleznosci muszg zachodzi¢ miedzy obiektami a, b, c oraz d, aby
zachodzity nastepujgce rownosci:

(1) {b,c}={b,c,d}

2) {a {ab}}={c,{c,d}}
3) {{a,b},{d}}={{a}}

(4) {a,b,a}={a,b}

(5) {{a,b},c}={{a},c}
©) {{a, G} b}={{<}}

ZADANIE 5
Ws$rdd podanych nizej zbioréw A, B, C, D, E wskaz:
(1) zbidér o najmniejszej liczbie elementéw,
(2) zbior o najwiekszej liczbie elementow,
(3) zbiory identyczne,
(4) zbiory majgce doktadnie jeden element wspdlny,
(5) zbiory nie majgce zadnego elementu wspdlnego.

A={123, 4,5}
B={2{1 4} {35, 6}}
C={{123,4,5}}
D={3,{2},{{5}}}
E={83-1,3,{{3+2}}}
ZADANIE 6
Ktore z podanych nizej implikacji sg prawdziwe dla dowolnych zbioréw A, B, C ?
1) (AeBABeC)—>AeC
2) (AeBAB=C)—>AeC
@) (A=BABeC)—>AeC
4 (A=BAB=C)—>A=C
5) (AgBABeC)—>AegC
6) (A¢gBAB=C)—>A¢C
(7) (AeBAB=C)—>AgC

RELACJE MIEDZY ZBIORAMI

Zbiory i relacje, ktore miedzy nimi zachodzg, mozna ilustrowaé geometrycznie:
np. ustalony prostokat reprezentuje uniwersum U, za$ wyréznione w nim
obszary — dowolne zbiory. Ich wzajemne potozenie odpowiada relacjom, jakie
miedzy nimi zachodzg. Jest to tzw. metoda két Eulera.
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B

O ile nie jest on niezbedny, prostokat mozna opuszczac.
Miedzy dwoma dowolnymi zbiorami moze zachodzi¢ jedna z czterech ponizszych
relaciji.

OO L

1. AcB 2. A= 3. A)B 4. AXB

1. Relacja zawierania sie (inkluzji, bycia podzbiorem)

Zbiér A zawiera sie w zbiorze B witw, gdy kazdy element zbioru A jest tez
elementem zbioru B.

AcB(—)/)(\(XeA—)XeB)

Jesli A B, to A jest podzbiorem zbioru B, a B jest nadzbiorem zbioru A.

DA AcCcA AcU
Relacja zawierania sie (inaczej niz relacja nalezenia) jest przechodnia:

(AcBABcC)—>ACC
2. Relacja identycznosci (rownosci)

Zbiér A jest rowny zbiorowi B witw, gdy do zbioru A nalezg doktadnie te same
elementy, ktore nalezg do zbioru B.

A=B(—>/X\(XEA<—>XEB)

Oczywiscie, zbiory rowne sg wzajemnie swoimi podzbiorami (tzw.
podzbiorami niewtasciwymi):

A=Bo (AcBABcCA)

Jesli natomiast A — B A A #B, to moéwimy, ze A jest podzbiorem wtasciwym
B; mozna to zapisywa¢ A & B.
3. Relacja roztacznosci (wykluczania sie)

Zbidr A jest roztgczny ze zbiorem B witw, gdy zaden element zbioru A nie jest
elementem zbioru B.

A)(B<—>/X\(XEA—>x¢B)
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4. Relacja krzyzowania sie

Zbiory A i B krzyzujg sie witw, gdy majg pewne elementy wspolne oraz
jednoczesnie kazdy z nich ma elementy nie nalezgce do drugiego.
A)(B(—)\X/ (XeA/\XeB)/\\X/ (XeA/\XéB)/\\X/ (xeg AAxeB)

ZADANIE 7
Jakie relacje zachodzg miedzy zbiorami A, B, C, D oraz E?

A = { A.Einstein, zbior poetéw, Paryz }
B = { zbidr fizykéw, A.Mickiewicz, Francja }
C = { {A.Einstein}, {A.Mickiewicz}, zbior stolic europejskich }

D to jest zbior, ktérego elementami sg: wszyscy poeci, wszyscy
uczeni oraz wszystkie miasta europejskie

E = { A.Einstein, Paryz }

ZADANIE 8
Ktore z podanych relacji sg prawdziwe?
1) D e{J} 6) e (11) {F} e
2) {2} (1) YD (12) {G} D
3) D)({<J} ®) DN (13) {G} =
(5) DK {T} (10) IH T
ZADANIE 9

(1) Czy jest mozliwe, aby zarazem B =Aoraz Be A ?

(2) Czy istnieje zbidr, ktéry zawiera sie sam w sobie?

(3) Czy istnieje zbidr, ktéry jest roztgczny sam ze sobg?

(4) lle elementow muszg tgcznie posiadaé zbiory A i B, aby mogty sie

(5)
(6)

krzyzowac?

Czy jest mozliwe, aby jakis zbiér wykluczat sie z innym, a zarazem sie w
nim zawierat?

Czy jest mozliwe, aby jakies zbiory A i B spetnialy warunki:
Bc A oraz BeA (tj. aby podzbior zbioru A byt jednoczesnie jego
elementem)?

" Zadanie pochodzi z ,,Cwiczen z logiki” B. Stanosz.




