RACHUNEK ZBIOROW 5

RELACJE

Niech X i Y sg dowolnymi zbiorami. Uktad ich elementéw, oznaczony symbolem
(x,y) (lub tez (x,y) ), gdzie xeX i yeY, nazywamy parg uporzadkowang o
poprzedniku x i nastepniku y.

(a,b) # (b,a) (o ile tylko b=a)
(b,a) # (b,a,a)

Dwie pary uporzadkowane sg identyczne witw, gdy ich poprzedniki sg identyczne i
ich nastepniki sg identyczne, tj.:
(a,b) ={(c,dy <> (a=c) A (b=4d)

lloczynem (produktem) kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbiér wszystkich
par uporzgdkowanych, ktérych poprzedniki nalezg do zbioru A, zas nastepniki nalezg
do zbioru B

AxB = { (x,y): xeA A yeB }

Np. niech A = {a,b,...,h} oraz B = {1,2,...,8}. Wtedy:
AxB = { (a,1), (a,2), ..., (a,8),
(b,1), (b,2), ..., (b,8),

Kwadratem zbioru A nazywamy iloczyn kartezjanski zbioru A przez ten sam zbiér:
A% = AxA

PRZYKLADY
(1) Niech A = {a,b}. Wtedy A? = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)} .

(2) Niech L to zbiér ludzi, a R — zbiér liczb rzeczywistych. Wtedy L2 to zbiér

wszystkich mozliwych par ludzi, a R? - to zbiér wszystkich mozliwych par liczb
rzeczywistych.

Analogicznie do par uporzadkowanych definiuje sie trojki, czworki, ..., n-tki
uporzadkowane, a takze n-krotne iloczyny kartezjanskie czy n-te potegi zbioru.

ZADANIE 1
Wyznacz kwadrat zbioru B = {1,2,3}.

WEASNOSCI iloczynu kartezjanskiego:
Ax(BNC) = (AxB) n (AxC) rozdzielnos¢ wzgledem iloczynu
Ax(BuUC) = (AxB) u (AxC) rozdzielnos¢ wzgledem sumy
AcC A BcD - AxB < CxD
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Relacja binarng (dwuargumentowa) R miedzy elementami zbioru A i zbioru B
nazywamy dowolny podzbiér iloczynu kartezjanskiego AxB :
R <« AxB

Relacje nazywamy okreslona w zbiorze A, jesli R = AZ.

PRZYKLADY
(1) Relacja bycia ojcem (okreslona w zbiorze ludzi) to zbiér wszystkich par ludzi
(par uporzadkowanych) postaci (ojciec, jego dziecko), czyli zbiér O, taki ze
Ocl? i O={(x,y): xjestojcemy orazxiy saludzmi}
(2) Relacja mniejszosci M okreslona w zbiorze liczb naturalnych
McN2 i M={(xy): xeNAyeNAx <y}
(3) Relacja W ,bycia w wieku ... lat”
W c LxN i W = {(X,y): xeL A yeN A x jestw wieku y lat }

Odpowiednio relacje n-argumentowe to zbiory uporzadkowanych n-tek.
Jesli relacja R zachodzi miedzy elementami x oraz y, tzn. (x,y)eR, to zapisujemy to
rowniez krécej: R(x,y) lub xRy.

Relacja petna to relacja, ktéra zachodzi miedzy kazdym elementem zbioru A i
kazdym elementem zbioru B:
R = AxB

Np. relacja posiadania wspolnego podzielnika okreslona w zbiorze liczb parzystych
jest petna.

Relacja pusta to relacja, ktéra nie zachodzi miedzy zadnym elementem zbioru A i
zadnym elementem zbioru B:
R=0U

Np. relacja bycia o rok starszym okreslona w dowolnym zbiorze réwiesnikow jest
pusta. Relacja bycia kwadratem okreslona w zbiorze liczb ujemnych jest pusta.

Niech dane beda relacja R okreslona w zbiorze A (RcA?) oraz podzbidr X zbioru A

(XcA).

Podzbidr relacji R, taki ze poprzedniki i nastepniki wszystkich par z tego podzbioru

nalezg do zbioru X nazywamy relacjg R ograniczong do zbioru X i oznaczamy R|X.
RIX =R n X?

Innymi stowy, R|X to zbiér wszystkich par z relacji R utworzonych z elementéw
zbioru X:

RIX = { (a,b): aRb A aeX A beX }
Jest to wiec relacja R okreslona w zbiorze X.
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Np. relacja mniejszosci M (okreslona w zbiorze liczb rzeczywistych) ograniczona do
zbioru X = {1,2,3} torelacja M|X = {(1,2), (1,3), (2,3)}.

Relacja niepusta okreslona w danym zbiorze po ograniczeniu jej do pewnego
podzbioru moze stac sie relacjg pusta. Np. relacja bycia podzielnikiem okreslona w

zbiorze liczb naturalnych po ograniczeniu do zbioru {6, 7, 8, 9, 10} staje sie relacjg
pusta.

Dziedzing relacji RcAxB nazywamy zbiér wszystkich poprzednikow par
uporzadkowanych nalezacych do relacji R:

DRR)={xeA: V. xRy}
yeB

Przeciwdziedzing relacji R < AxB nazywamy zbior wszystkich nastepnikdéw par
uporzadkowanych nalezgcych do relacji R:

5(R)={y eB: V xRy}
xeA

Polem relacji R — AxB nazywamy sume jej dziedziny i przeciwdziedziny:
P(R)=D(R)UD(R)

Np. dla relacji bycia mezem dziedzing jest zbiér zonatych mezczyzn,
przeciwdziedzing — zbiér zameznych kobiet, a polem tej relacji jest zbior wszystkich
o0sbéb bedacych w zwigzku matzenskim.

ZADANIE 2
(1) Okresl dziedzine, przeciwdziedzine i pole relacji S bycia stolicg panstwa:

S = {{X,y): x jest stolicg panstwa y} .
(2) Okresl dziedzine, przeciwdziedzine i pole relacji C bycia cérka.
(3) Okresl relacje D bycia dwukrotnoscig ograniczong do zbioru
A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Okresl dziedzine, przeciwdziedzine i pole tej relaciji.
(4) Okresl dziedzine, przeciwdziedzine i pole relacji M mniejszo$ci ograniczonej
do zbioru A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Obrazem zbioru XcA w relacji RcAxB nazywamy zbiér nastepnikdéw, z ktorymi
elementy zbioru X sg w tej relaciji:

R(X)={yeB: V xRy}
xeX

Przeciwobrazem zbioru YcB w relacji RcAxB nazywamy zbior poprzednikow,
ktore sg w tej relacji z elementami zbioru Y:

§(Y)= {xeA: V xRy}
yeY
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Np. dla relacji bycia kompozytorem utworu muzycznego, obrazem zbioru {Szopen,

Rubik} jest zbior wszystkich kompozycji Szopena i Rubika, zas$ przeciwobrazem
zbioru symfonii jest zbior tych kompozytoréw, ktdrzy sg autorami symfonii.

WEASNOSCI obrazu i przeciwobrazu
Dla dowolnej relacji R zachodzi zawsze, Ze:

R(X)cD(R) R(Y)cD(R)
R(D(R))=D(R) R(O(R))=D(R)

R(Q) =g R(Q)=2

X)(D(R) < R(X) = & Y )(DR) <> R(Y)=&
A cB - R(A)cR(B) AcB-R(A)cR(B)
R(AUB) =R(A)UR(B) R(AUB)=R(A)UR(B)

ZADANIE 3

(1)

(2)

(4)

Dana jest relacja R N? taka, ze: R = {(1,1), (1,2), (1,3), (2,2), (2,3), (3,3)}.
Jaka to relacja? Niech X = {1}, Y ={2}, Z ={1,2}. Wyznacz obrazy i
przeciwobrazy tych trzech zbiorow.
Wyznacz obrazy i przeciwobrazy podanych nizej zbiorow w okreslonych
relacjach:
(a) zbior sportowcdw — relacja bycia zona,
(b) zbidr studentéw — relacja bycia dzieckiem,
(c) zbidr robotnikéw — relacja bycia rodzicem,
(d) zbidr pierwszych dziesieciu liczb naturalnych — relacja bycia kwadratem
okreslona w zbiorze liczb rzeczywistych,
(e) zbidr pierwszych dziesieciu liczb naturalnych — relacja bycia kwadratem
ograniczona do zbioru liczb naturalnych,
(f) zbidr pierwszych dziesieciu liczb naturalnych — relacja bycia
dwukrotnoscia.
Dany jest zbiér U = {a,b,c,d,e} i jego podzbiory X = {a,b} oraz Y = {b,c,d}.
Dane sa relacje R i S okreslone w zbiorze U (tzn. RcU? i ScU?), takie ze:
R ={(a,b), (a,c), (d,e)}
S ={(a,b), (b,a), (c,b), (d,a)}
Wyznacz obrazy i przeciwobrazy zbioréw X oraz Y w relacjach R oraz S.

Wyznacz obrazy i przeciwobrazy podanych nizej zbiorow w relacji

przynaleznosci do tej samej organizaciji:

(a) zbidr osob nie nalezacych do zadnej organizacji,

(b) zbidr oséb nalezacych tylko i wytgcznie do Samoobrony,

(c) zbior oséb, z ktorych niektére nalezg wytgcznie do Samoobrony, a
pozostate nie nalezg do zadnej organizacji,

(d) zbidr cztonkdéw Samoobrony.
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ZALEZNOSCI MIEDZY RELACJAMI

Poniewaz relacje sg zbiorami par, mogg one pozostawaé do siebie w odpowiednich
stosunkach: réwnosci, zawierania, roztagcznosci lub wykluczania. Zaleznosci te sg
zdefiniowane tak samo, jak w przypadku zwyktych zbiorow.

Relacje R i S sg identyczne (réwne) witw, gdy:
dowolne dwa przedmioty sg ze sobg w relacji R witw, gdy sg ze sobg w relacji S.
R=S<—>){> (XRy <> xSy)

Np. relacja bycia rodzenstwem (naturalnym, nie przyrodnim) jest identyczna z relacjg
posiadania tych samych rodzicow.

Relacja R zawiera sie w relacji S witw, gdy kazde dwa przedmioty bedace ze sobg w
relacji R sg tez w relacji S:
RcS<—>){> (XRy — xSy)

Np. relacja bycia bratem zawiera sie w relacji bycia rodzenstwem.

Relacje R i S sg roztaczne (wykluczaja sie) witw, gdy zadne dwa przedmioty
bedace ze sobg w relacji R nie sg w relacji S:
R)S < ){} (XRy — ~xSy)

Np. relacja bycia bratem jest roztgczna z relacjg bycia siostra.

Relacja R krzyzuje sie z relacjg S witw, gdy istniejg przedmioty bedgce ze sobg
zaréwno w relacji R i w relacji S, a takze istniejg przedmioty bedace ze sobg w relacji
R, lecz nie bedace w relacji S, a takze istniejg przedmioty bedgce ze sobg w relaciji
S, lecz nie bedace w relacji R:

R%S & X/ (XRy A XSy) A X/ (XRyA ~XSY) A )}{/(~ny A XSY)

Np. relacja bycia bratem krzyZzuje sie z relacjg bycia tej samej pfci.

ZADANIE 4
Okresl stosunki zachodzgace miedzy relacjami: Z — bycia znajomym, K — kochania,
P — bycia przeciwnej ptci oraz S — bycia tej samej pfci.

DZIALANIA NA RELACJACH

Poniewaz relacje sg zbiorami par, mozna na nich wykonywac te same dziatania jak
na zwyktych zbiorach: wyznacza¢ sume, iloczyn itd. Operacje te sg zdefiniowane tak
samo, jak w przypadku zwykitych zbioréw. Ponadto na relacjach mozna tez
wykonywac¢ pewne specyficzne dziatania, takie jak konwers czy ztozenie relaciji.
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Suma relacji R i S to zbiér wszystkich par przedmiotow bedacych w relacji R lub w
relacji S: RuS={(x,y): xRy v xSy }

Np. suma relacji bycia matka i relacji bycia ojcem jest relacja bycia rodzicem.

lloczyn relacji R i S to zbiér wszystkich par przedmiotow bedacych zarazem w
relacji R i w relacji S: RN S={(x,y): xRy A xSy}

Np. iloczynem relacji bycia bratem i relacji bycia starszym jest relacja bycia starszym
bratem.

Réznica relacji R i S to zbior wszystkich par przedmiotow bedgcych w relacji R, a
nie bedacych w relacji S: R-S={(xy): xRy A ~xSy }

Np. réznicg relacji bycia rodzenstwem i relacji bycia bratem jest relacja bycia siostra.

Réznica symetryczna relacji R i S to zbior wszystkich par przedmiotéw bedacych
doktadnie w jednej z tych relacji R i S:
R+S={(Xy): (XRy A ~xSy) v (~XxRy A xSy)}

Np. réznicg symetryczng relacji bycia krewnym i relacji bycia w réznym wieku jest
relacja bycia spokrewnionym réwiesnikiem lub niespokrewniong osobg w innym
wieku.

Dopetnienie relacji R to zbior wszystkich par przedmiotéw nie bedacych w relacji R:
R'={(x,y): ~xRy }

Np. dopetnieniem relacji bycia wiekszym jest relacja bycia niewiekszym.

ZADANIE 5

(1) Wyznacz sume, iloczyn, obie roznice i dopetnienia relacji bycia mniejszym i

relacji bycia rwnym.

(2) Wyznacz réznice symetryczng relacji bycia niewiekszym i relacji bycia
niemniejszym.
Wyznacz iloczyn relacji bycia niemniejszym i relacji bycia niewiekszym.
Wyznacz sume, iloczyn, obie roznice i dopetnienia relacji bycia nieznajomym
i relacji bycia przyjacielem.
Wyznacz iloczyn relacji bycia rodzenstwem i dopetnienia relacji bycia siostra.

Przedstaw relacje bycia osobg pozostajaca (z kims$) w zwigzku maitzenskim
jako sume dwdch relacji.
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(7) Przedstaw relacje bycia blizniakiem jako iloczyn dwdch relacji.
(8) Przedstaw relacje bycia réwiesnikiem jako dopetnienie relacji.
(9) Przedstaw relacje bycia blizniakiem jako réznice dwadch relacji.
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Konwers relacji R (relacja odwrotna do R) to zbiér wszystkich par przedmiotow

(y,Xx) , takich ze para (x,y) jest w relacji R:
R={(y.x): xRy}

(Inne czesto spotykane oznaczenie konwersu relacji R to symbol R™.)
Np. konwersem relacji bycia zong jest relacja bycia mezem.

ZADANIE 6
(1) Wyznacz konwers relacji R = {(1,2), (2,3), (3,4), (1,1), (2,2)}.

(2) Wyznacz konwers relacji bycia:

(a) rodzicem,

(b) rodzenstwem,

(c) bratem,

(d) krewnym,

(e) ojcem,

(f) zwierzchnikiem,

() podobnym,

(h) mitodszym,

(i) w tym samym wieku.

WEASNOSCI  konwersu relacji

RcAxB — RcBxA
D(R) = D(R) D(R) = D(R)
R=R R =(R) R-S=R-S
RUS=RUS RAS=RNS

Zlozeniem (superpozycja, iloczynem wzglednym, iloczynem relatywnym) relaciji
R i relacji S nazywamy relacje, ktéra zachodzi miedzy przedmiotami x i y witw, gdy x
jest w relacji R do pewnego przedmiotu z bedacego w relacji S do y:

RoS ={(xy): \Z/ (XRz A zSy) }

Kwadratem (potega) relacji R nazywamy ztozenie jej z nig sama;

R?=RoR

PRZYKtLADY:

(1)
(2)
3)

Ztozeniem relacji bycia zong z relacjg bycia synem jest relacja bycia zong
syna, czyli synowa.

Ztozeniem relacji bycia synem z relacjg bycia zong jest relacja bycia synem
zony (czyli synem naturalnym lub pasierbem).

Kwadratem relacji bycia synem jest relacja bycia synem syna, czyli relacja
bycia wnukiem.
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WEASNOSCI  ztozenia relaci

= Sktadanie relacji nie jest operacjg przemienng, gdyz na ogét

= Sktadanie relacji jest operacjg tgcznag, tzn.

relacji odwrotnych do danych w odwrotnej kolejnosci:

RoS=RoS

ZADANIE 7

(1)

(2)

(6)

(7)

Wyznacz ztozenie nastepujgcych par relaciji:
(a) relacji bycia zong i relacji bycia bratem,
(b) relacji bycia matka i relacji bycia mezem,
(c) relacji bycia ojcem i relacji bycia rodzicem,
(d) relacji bycia siostrg i relacji bycia matka,

(e) relacji bycia przodkiem i relacji bycia przodkiem.
Dane sa relacje RcA? i ScA? okreslone w zbiorze A = {a,b,c,d}, takie ze:

R = {(a,b), (b,c), {(c,d), (a,d)}

S = {(b,C>, <C=C>’ <d’a>}

Wyznacz ztozeniarelacjiiR ©S i S oR.

Wyznacz ztozenie relacji bycia kopig i relacji bycia fragmentem oraz ztozenie

relacji bycia fragmentem i relacji bycia kopia.

Wyznacz ztozenie relacji bycia mtodszym i relacji bycia bratem.
Niech K bedzie relacjg bycia kwadratem, zas M — relacjg bycia mniejszym.
Sprawdz, ktére z podanych nizej par liczb nalezg do ztozenia K o M, a ktdre

do ztozenia M o K:

(@) (1,3) (d) (4.,5)
(b) (1,1) (e) (4,2)
(c) (2,3) (f) (9.4)

Wyznacz kwadrat relaciji:

(a) bycia dwukrotnoscia,

(b) bycia bratem,

(c) bycia dzieckiem,

(d) bycia szescianem (liczby),
(e) bycia o dziesie¢ wiekszym.

Przedstaw jako ztozenie dwéch relacji:
(a) relacje bycia stryjem,

(b) relacje bycia o 3 mniejszym,

(c) relacje bycia széstg potega,

(d) relacje posiadania wspdlnych krewnych,
(e) relacje bycia tesciem.

Niektore zadania lub ich fragmenty pochodza z ,,Cwiczen z logiki” B. Stanosz.

RoS # SoR.
(RoS)oT =R o(SoT)
= Relacja odwrotna do ztozenia dwoch relacji jest identyczna ze ztozeniem




