RACHUNEK ZBIOROW 6

WLASNOSCI RELACJI

Dana niech bedzie relacja R okre$lona w zbiorze A (R < A?).

Relacja R = A? jest zwrotna w danym zbiorze witw, gdy zachodzi miedzy kazdym
elementem tego zbioru a nim samym:

Zwr(R) < /\ xRx
xeA

Np. relacja réwnosci jest zwrotna (w kazdym zbiorze).

ZADANIE 1

Sprawdz, ktoéra z podanych nizej relacji jest relacjg zwrotng (w odpowiednim zbiorze):
M - relacja bycia matka,

— relacja bycia bratem,

— relacja zwierzchnictwa,

— relacja bycia krewnym,

— relacja bycia dwukrotnoscia,

relacja rwnobarwnosci,

— relacja wynikania logicznego,

— relacja bycia podzbiorem,

— relacja bycia elementem.
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Relacja R c A? jest przeciwzwrotna w danym zbiorze witw, gdy nie zachodzi miedzy
zadnym elementem tego zbioru a nim samym:

PZwr(R) < /\ ~ xRx
xeA

Np. relacja mniejszosci jest przeciwzwrotna (w kazdym zbiorze).

ZADANIE 2
Sprawdz, ktéra z relacji podanych w zadaniu 1 jest relacjaq przeciwzwrotng (w
odpowiednim zbiorze).

Relacja R « A? jest symetryczna w danym zbiorze witw, gdy zachodzac miedzy
dowolnymi elementami x oraz y tego zbioru, zachodzi tez miedzy y i x:

Sym(R) < /\ (xXRy — yRx)
X,yeA

Np. relacja réwnolegtosci jest symetryczna (w kazdym zbiorze).

ZADANIE 3
Sprawdz, ktéra z relacji podanych w zadaniu 1 jest relacjg symetryczng (w
odpowiednim zbiorze).




RACHUNEK ZBIOROW 6

Relacja R = A? jest asymetryczna w danym zbiorze witw, gdy zachodzac miedzy
dowolnymi elementami x oraz y tego zbioru, nie zachodzi miedzy y i x:

Asym(R)« /\ (xRy > ~ yRx)
X,yeA

Np. relacja starszenstwa i relacja bycia podzbiorem wtasciwym sg asymetryczne (w
kazdym zbiorze).

| Kazda relacja asymetryczna jest przeciwzwrotna ! |

ZADANIE 4
Sprawdz, ktéra z relacji podanych w zadaniu 1 jest relacjg asymetryczng (w
odpowiednim zbiorze).

Relacja R = A? jest antysymetryczna w danym zbiorze witw, gdy zachodzac miedzy
dowolnymi réznymi od siebie elementami x oraz y tego zbioru, nie zachodzi miedzy y
I X:
Antysym(R) & /\ (XRy Ax #y —> ~ yRXx)
X,yeA

Warunek ten mozna tez sformutowac tak:
Antysym(R)<> /\ (XRy AyRXx — X =)
X,yeA

Tak wiec w relacji antysymetrycznej mogaq sie znalez¢ pary postaci (x,x) a zatem:
| Relacja antysymetryczna nie musi by¢ przeciwzwrotna. |
Np. relacja niewiekszosci jest antysymetryczna (w kazdym zbiorze).

Kazda relacja asymetryczna jest antysymetryczna
(lecz niekoniecznie musi by¢ odwrotnie.)

Np. relacja mniejszosci (<) jest asymetryczna, a zarazem antysymetryczna,
natomiast relacja niewiekszoéci (<) jest tylko antysymetryczna.

ZADANIE 5
Czy relacja symetryczna moze by¢ antysymetryczna?

ZADANIE 6
Sprawdz, ktéra z relacji podanych w zadaniu 1 jest relacjg antysymetryczng (w
odpowiednim zbiorze).

Relacja R = A? jest przechodnia w danym zbiorze witw, gdy zachodzac miedzy
dowolnymi elementami x i y oraz y i z tego zbioru, zachodzi miedzy x i z:

PrzR)<> /\ (xRyAyRz - xRz)
X,Y,zeA

Warunek ten mozna tez sformutowaé tak: RoRcR.
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Np. relacja réwnolegtosci i relacja podobienstwa geometrycznego sg przechodnie (w
kazdym zbiorze).

ZADANIE 7
Sprawdz, ktéra z relacji podanych w zadaniu 1 jest relacjg przechodnig (w
odpowiednim zbiorze).

Relacja R = A? jest spéjna w danym zbiorze witw, gdy zachodzi miedzy dowolnymi
réznymi od siebie elementami tego zbioru:

Sp(R)« /\ (x #y > xRy v yRx)
X,yeA

Warunek ten mozna tez sformutowac tak:
Sp(R) < /\ (X =y Vv xRy v yRx)
X,yeA

Np. relacja mniejszosci i relacja niewiekszosci sg spéjne.

ZADANIE 8
Sprawdz, ktéra z relacji podanych w zadaniu 1 jest relacjg spdjng (w odpowiednim
zbiorze).

ZADANIE 9

Podaj zbidr, w ktérym dana relacja jest spojna.
(1) Relacja pokrewienstwa.
(2) Relacja rownobarwno$ci.
(3) Relacja ré6znobarwnosci.

Relacje mozna reprezentowac¢ graficznie w postaci graféw: wierzchotki (punkty)
reprezentujg elementy zbioru, w ktérym okreslona jest relacja, a strzatki z punktu a
do punktu b odpowiadajg zachodzeniu relacji aRb; w przypadku, gdy zachodzi aRa,
strzatka przyjmuje postac petli (z punktu a do punktu a).

(1) Relacja zwrotna ma wszystkie petle.

(2) Relacja przeciwzwrotna nie ma zadnej petli.

(3) Relacja symetryczna, jesli ma strzatke z a do b, to musi mie¢ tez strzatke z b
do a (réwnolegta, lecz przeciwnie skierowang) — czyli wszystkie strzatki ma
podwajne.

(4) Relacja asymetryczna nie ma zadnych podwaojnych strzatek ani petli.

(5) Relacja antysymetryczna nie ma zadnych podwdjnych strzatek, ale moze
miec petle.

(6) Relacja przechodnia, jesli ma strzatki z a do b i z b do ¢, to musi tez miec
strzatke z a do c.

(7) Relacja spojna musi mie¢ co najmniej jedng strzatke miedzy dwoma
dowolnymi wierzchotkami.

ZADANIE 10
Okresl wszystkie wtasnosci formalne podanych nizej relacji, okreslonych w zbiorze
wszystkich ludzi.

(1) Relacja bycia znajomym.

(2) Relacja bycia przeciwnej pfci.
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(3) Relacja wyznawania tej samej religii.
(4) Relacja bycia o rok starszym.

ZADANIE 11
Niech X bedzie zbiorem czteroelementowym: X = {a, b, c, d}. Jakie wiasnosci
formalne posiadajg w zbiorze X relacje R, Si T.

(1) R={(ab),(cd), (b,a), (dc)} .

(2) S={(ab), (b.c) (ac) (cd),(dd)} .

(3) T= {<aab>’ <b,C>, <C!d>’ <a!C>1 <a7d>! <b’d>} .

ZADANIE 12
Podaj przyktad relacji, ktéra w zbiorze X = {a, b, c} ma podane wiasnosci.

(1) Zwrotna, symetryczna i przechodnia.
) Asymetryczna, przechodnia i spdjna.
) Symetryczna i antysymetryczna.
(4) Asymetryczna i antysymetryczna.
) Antysymetryczna, lecz nie asymetryczna.

Relacja rownowaznosci (relacjg rownosciowg) w danym zbiorze nazywamy relacje
zwrotng, symetryczng i przechodnig w tym zbiorze.

Relacjag rownowaznosci sg np.: relacja petna, relacja identycznosci, relacja
podobienstwa geometrycznego, relacja bycia tego samego wzrostu, bycia tego
samego koloru, tego samego ciezaru, tej samej objetosci, tej samej religii, tego
samego ksztattu itp.

ZADANIE 13
Czy relacja R < {a, b, c}2 , taka ze R = {(a,a), (b,b), (c,c), (b,c), (c,b)} jest relacjq
réwnowaznosci?

Jesli R = A? jest relacjg rownowaznosci w zbiorze A oraz x jest elementem zbioru A,
to zbidr wszystkich elementéw zbioru A pozostajacych w relacji R do x nazywamy
klasg abstrakcji (klasa rownowaznosci) elementu x i oznaczamy [X]r :

[XIr = {yeA: xRy}
Element x nazywamy reprezentantem klasy abstrakcji [X]r .

Np. dla relacji R réwiesnictwa w zbiorze ludzi, [Ala]Jg = zbior wszystkich ludzi
bedacych w tym samym wieku co Ala.

ZADANIE 14
Okresl klasy abstrakcji dla ponizszych relaciji.
(1) Relacja R z poprzedniego zadania.
(2) Relacja rownobarwnosci R w danym zbiorze przedmiotow.
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(3) Relacja réwiesnictwa R okreslona w zbiorze {Jangs, Piotrgs, Marekgs, Adame,

Kubag,}, gdzie indeks dolny przy imieniu to rok urodzenia danej osoby.
Okresl najpierw sama relacje R.

ZADANIE 15
Jakie cechy ma graf relacji rownowaznosci?
(Sprawdz na przyktadzie relacji rowiesnictwa z poprzedniego zadania)

WEASNOSCI klas abstrakgji
Dla dowolnej relacji rownowaznosci R okreslonej w zbiorze A (RcAZ) zachodzg
nastepujace fakty:

(1) Xlr=[ylr <> xRy

)
(2) Relacja R jest spojna w kazdej klasie abstrakc;ji.
(3) Elementy réznych klas abstrakcji nigdy nie sg ze sobg w danej relacji R.
(4) Klasy abstrakcji sg niepuste (bo x € [X]r ).
(5) ROzne klasy abstrakcji sg ze sobg roztgczne.
(6) Suma rodziny wszystkich klas abstrakcji jest identyczna ze zbiorem A, w

ktorym okreslona jest dana relacja rownowaznosci.

Rodzine wszystkich klas abstrakcji danej relacji rownowaznosci R okreslonej w
zbiorze A (RcA?) nazywamy zbiorem ilorazowym zbioru A wzgledem relacji R i
oznaczamy A/R.

AR={[x]r : xeA}

ZADANIE 16
Wyznacz zbiory ilorazowe dla relacji:
(1) Podanej w zadaniu 13.
) Podanej w zadaniu 14, p.(2), okreslonej w zbiorze przedmiotow P.
(3) Podanej w zadaniu 14, p.(3).
) Relacji petnej okreslonej w zbiorze A.

ZADANIE 17
Narysuj graf relacji rownowaznosci o nastepujacym zbiorze ilorazowym:

AR = {{x1}, {X2}, {X3,Xa}, {X5,X6,X7,Xs} }

Jak wynika z w.w. witasnosci (4), (5) i (6), A/R, czyli zbior ilorazowy zbioru A
wzgledem relacji R, stanowi podziat zbioru A; blokami tego podziatu sg klasy
abstrakcji relacji rownowaznosci R. Innymi stowy, kazda relacja rownowaznosci
wyznacza pewien podziat zbioru, w ktorym jest okreslona. Np. relacja rowiesnictwa
wyznacza podziat zbioru ludzi na poszczegdlne roczniki, relacja rownobarwnosci —
podziat zbioru przedmiotow na zbiory obiektéw w tym samym kolorze, relacja
posiadania nazwiska na te samg litere — podziat zbioru ludzi na grupy oséb, ktérych
nazwiska zaczynajq sie na te sama litere.

ZADANIE 18
Wskaz podziat zbioru P={Szekspir, Byron, Mickiewicz, Puszkin, Tuwim} wyznaczony
przez relacje posiadania tej samej narodowosci ograniczong do tego zbioru.
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ZADANIE 19
Wskaz podziaty zbioru A = {a, b, ¢, d} wyznaczone przez ponizsze relacje:

(1) R={(a, a), (b, b), (c, ¢), (d, d), a, b), (b, @), (¢, d), (d, c)}
(2) S={(a a), (b, b) (c c)(d, d),(a b) (b, a)(a d),(d a) b, d)(d, b)}

Jest takze odwrotnie: kazdy podziat zbioru wyznacza pewng relacje rownowaznosci
okreslong w tym zbiorze, a mianowicie relacje nalezenia do tego samego bloku
podziatu (tatwo sprawdzi¢, ze jest to relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia).
Oczywiscie klasy abstrakcji tej relacji sg identyczne z blokami tego podziatu (czyli jej
zbior ilorazowy jest identyczny z danym podziatem).

ZADANIE 20
Okresl relacje rownowaznosci wyznaczone przez podane nizej podziaty:

(1) Zbioru liczb rzeczywistych R: A= {R_, R_, {0}}.
(2) Zbioru ludzi L: B = {K, M} (K — zbidr kobiet, M — zbiér mezczyzn).
(3) Zbioru liter A= {a, b, c, d}:

(@ C={{a}, {b.c}, {d}},

(b)  D={{a}, {b}, {c}, {d}},

() &£={{ab}, {cd}}.

Omowiong tu wzajemng odpowiednios¢ miedzy podziatami a relacjami
rébwnowaznosci opisuje tacznie nastepujgca zasada abstrakcji.

ZASADA ABSTRAKCJI

1. Zbidr ilorazowy dowolnej relacji rwnowaznosci tworzy podziat zbioru.

2. Dla kazdego podziatu zbioru istnieje doktadnie jedna relacja
rownowazno$ci, ktorej zbior ilorazowy jest identyczny z tym podziatem.

Zadania pochodza z ,,Cwiczen z logiki” B. Stanosz.



