RACHUNEK ZBIOROW 7

PORZADKI

Relacja czesciowo porzadkujaca dany zbior (czesciowym porzadkiem w tym
zbiorze) nazywamy kazdq relacje, ktéra jest w tym zbiorze:

— asymetryczna i przechodnia (tzw. mocny porzadek)

lub tez jest:

— zwrotna, antysymetryczna i przechodnia (tzw. staby porzadek).

Zbiér z okre$lonym w nim porzadkiem nazywamy zbiorem uporzadkowanym.

ZADANIE 1
Sprawdz, czy ponizsze relacje sg porzadkami (i ewentualnie jakimi).
(1) Relacja bycia nizszym.
(2) Relacja bycia starszym.
(3) Relacja bycia podzbiorem wiasciwym.
(4) Relacja bycia zwierzchnikiem.
(5) Relacja bycia podzielnikiem.
(6) Relacja R={(Ala, Ela), (Ala, Ola), (Ala, Ula), (Ela, Ola), (Ula, Ola)}.
)

(7) Relacja S={(az,as), (a1,as), (as,as), (a2,a1), (@2,as), (as,as), (as,as)}.

W przypadku relacji porzadkujgcych, zamiast oznaczen typu R czy S, czesto
stosowane sg symbole < (dla mocnych porzadkéw) lub < (dla stabych).

ZADANIE 2
Narysuj grafy relacji (6) i (7) z zadania 1.

Kazdy porzadek R ustala pewng kolejnos¢ elementow zbioru, w ktorym jest
okreslony: element x jest w tej kolejnosci przed (réznym od niego) elementem y witw,

gdy xRy ; (méwimy wowczas, ze x poprzedza y; x<y).
Jesli jest tak, ze x poprzedza y lub tez y poprzedza x, to méwimy, ze sg to elementy
poréwnywalne.

Jak fatwo zauwazyé, w omawianych przykfadach wystepujg elementy, ktére sg
nieporownywalne (nie mozna ustali¢ ich wzajemnej kolejnosci). Dlatego wtasnie
omawiane relacje nazywa sie czeSciowymi porzadkami. Przyktadowo, w relacji bycia
wyzszym wzajemna kolejnos¢ jest nieustalona dla wszystkich ludzi tego samego
wzrostu.

Mowi sie, ze element x zbioru uporzadkowanego relacjg R nakrywa element y, jezeli
yRx oraz nie istnieje w tym zbiorze taki element u, ze yRu oraz uRx.

Innymi stowy, x nakrywa y witw, gdy y poprzedza x oraz nie ma takiego elementu,
ktory by jednoczes$nie byt poprzedzany przez y, a sam poprzedzat x.

Mozna by wiec wtedy powiedzie¢, ze y ,bezposrednio” poprzedza x, albo tez ze
nakrywanie oznacza bezposrednie nastepstwo (elementu x po y) w danym porzadku.

ZADANIE 3

Dla relacji S z zadania 1 p. (7), podaj pary elementow:
(1) nieporéwnywalnych,
(2) w ktérych pierwszy element poprzedza drugi,
(3) w ktérych pierwszy element nakrywa drugi.
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Diagram Hassego to graf, przedstawiajgcy porzadek w zbiorze w nastepujacy
sposob. Jesli X jest zbiorem uporzgdkowanym, to tworzymy graf, ktérego wierzchofki
reprezentujg elementy zbioru X i ktérego dwa wierzchotki potgczone sg krawedzig
witw, gdy jeden z danych elementéw nakrywa drugi. Na diagramie nie oznacza sie
kierunku krawedzi grafu; zamiast tego element nakrywajacy jest rysowany wyzej od
elementow przezen nakrywanych.

ZADANIE 4
Narysuj diagram Hassego dla:
(1) Relacji S z zadania 1 p. (7).

(2) Relacji R =S U {(as,a2), (as,as), (as,as), (as,a1), {(az,az), (ar,as), (az,as), (az,as),
(as,asg)}.

Relacji inkluzji okreslonej w zbiorze potegowym zbioru A = {a, b}.

Relacji inkluzji okreslonej w zbiorze potegowym zbioru B ={a,b,c}.

)
)
5) Relacji bycia podzielnikiem ograniczonej do zbioru C = {1,2,3,4,6,12}.
) Relacji bycia podzielnikiem ograniczonej do zbioru D = {1,2,..,15}.
)

Relacji mniejszosci ograniczonej do zbioru E = {1,2,...,10}.

W ostatnim przyktadzie diagram Hassego ma charakterystyczny liniowy ksztatt. Moze
tak by¢ jedynie wéwczas, gdy wszystkie elementy zbioru sg ze sobg poréwnywalne.
Aby tak byto, relacja musi by¢ spéjna.

Porzadkiem liniowym (albo zupeinym) w danym zbiorze nazywamy takag relacje
porzadkujacg dany zbior, ktdra jest w tym zbiorze spdjna.

Porzadkami liniowymi sg wiec np. relacje mniejszosci, wiekszosci, niemniejszosci czy
niewiekszosci okreslone w zbiorze liczb.

ZADANIE 5
W jakim zbiorze relacja bycia starszym jest porzadkiem liniowym?

tancuchem nazywamy taki podzbiér zbioru uporzadkowanego, w ktorym dany
porzadek jest liniowy.

Zbiér jest wiec tancuchem, gdy relacja porzadku jest w nim spdjna — czyli gdy
dowolne dwa rozne jego elementy sg poréwnywalne (tzn. jeden z nich musi
poprzedzaé drugi). Na diagramie Hassego fancuchom odpowiadajg jego ,liniowe”
fragmenty. Oczywiscie kazdy zbior liniowo uporzgdkowany i kazdy jego podzbior sg
tancuchami.

Antylancuchem nazywamy taki podzbiér zbioru uporzadkowanego, w ktérym
dowolne dwa rézne jego elementy sg nieporownywalne.

Zbiér jest wiec antytancuchem, gdy zaden jego element nie poprzedza innego
elementu. Na diagramie Hassego antytancuchom odpowiadajg zbiory osobnych
(niepotaczonych z innymi) punktow.
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W zbiorze uporzadkowanym:
¢ Element minimalny to taki, ktory nie jest poprzedzany przez zaden inny.
¢+ Element maksymalny to taki, ktory nie poprzedza zadnego innego.
¢ Element najmniejszy to taki, ktory poprzedza wszystkie inne.
¢+ Element najwiekszy to taki, ktory jest poprzedzany przez wszystkie inne.

Oczywiscie element najmniejszy jest zarazem minimalny, a element najwiekszy jest
jednoczesnie maksymalny. Z kolei nie kazdy element minimalny jest najmniejszy, a
nie kazdy maksymalny jest najwiekszy.

Elementow minimalnych czy maksymalnych moze by¢ wiele, natomiast element
najmniejszy czy najwiekszy moze by¢ co najwyzej jeden.

Jesli istnieje element najmniejszy (najwiekszy) to bedzie on zarazem jedynym
elementem minimalnym (maksymalnym).

ZADANIE 6
Wskaz elementy minimalne, maksymalne, najmniejsze i najwieksze na ponizszych
diagramach Hassego. d
6 €s
a a b
6 7 6 ds e,
C C
as bs 2 2 ds ds €3
dag b3 b4 d2 (S2)
dq 4ds adj b1 b2 C1 d1 €1
ZADANIE 7

Jakie elementy mozna wyroznic:
(1) W zbiorze liczb naturalnych z relacjg niewiekszos$ci?

)
(2) W zbiorze liczb naturalnych z relacjg niemniejszosci?
(83) W zbiorze liczb naturalnych z relacjg bycia podzielnikiem?
(4) W zbiorze liczb {2,3,4,...} z relacjg bycia podzielnikiem?
ZADANIE 8

Okresl typ ponizszych relacji: rownowaznosc¢ czy porzadek (jaki ?)
(1) Relacja bycia tej samej pfci.
) Relacja bycia mtodszym.
) Relacja bycia tego samego wzrostu.
4) Relacja bycia wyzszym.
5) Relacja bycia rowiesnikiem.
6) Relacja bycia tej samej narodowosci.
7) Relacja kolejnosci alfabetyczne;j.

Niektore zadania pochodza z ,,Cwiczen z logiki” B. Stanosz.




