RACHUNEK ZDAN 2

Rachunek zdan mozna interpretowac jako pewien jezyk — jezyk formut logicznych.
Oto gramatyka definiujgca jezyk KRZ, czyli klasycznego rachunku zdan.

Gramatyka = alfabet + syntaksa + semantyka

Alfabet — zestaw znakéw prostych:

1. zmienne zdaniowe: pg, P1, P2, P3, ---

2. spojniki logiczne: ~, A, A, v, =, <, L, {,

3.

(state logiczne)

symbole pomocnicze: (, )

Sg to jedyne znaki, z ktérych tworzy sie wyrazenia jezyka KRZ, przy czym
wyrazeniem takim jest kazdy skonczony cigg elementdéw alfabetu jezyka KRZ. W$rod
nich wyrdznia sie wyrazenia poprawnie zbudowane (,sensowne”) jezyka KRZ, czyli
formuty tego jezyka.

Syntaksa (sktadnia) — zestaw regut budowania sensownych wyrazen ztozonych;
wyznacza zbior wszystkich poprawnie zbudowanych formut logicznych (pzfl):

1.
2.

Kazda zmienna zdaniowa jest pzfl.
Jesli ¢ iy sg pzfl, to: ~(¢), A(9), (@) A (w), (@) Vv (W), (¢) > (¥), (9) < (W),

@ LW @Y, @ sap
Cigg symboli stownika jest pzfl wtedy i tylko wtedy, gdy powstat przy uzyciu

regut 1.1i 2.

(Uwaga: symbole ¢ i y sg tutaj metajezykowymi zmiennymi, za ktére mozna
wstawiac formuty logiczne.)

Semantyka — okresla znaczenia formut logicznych:

1.

Lista znaczen przypisywanych formutom (pzfl) — jest dwuelementowa: prawda
i fatsz (11 0).

Zasada Fregeqo (zasada kompozycyjnosci) mowi, ze znaczenie wyrazenia
ztozonego jest funkcjg znaczen jego skfadnikow. Oznacza to tutaj, ze wartosé
logiczna formuty (poprawnie) zbudowanej z danego spdjnika logicznego i jego
argumentow zalezy w jednoznaczny sposob — oczywiscie rézny dla ré6znych
spojnikdow — od wartosci logicznych tych argumentéw (zdanh sktadowych).

Opis realizacji zasady Fregego zawarty jest w tzw. tabelkach zerojedynkowych
(tabelkach prawdziwosciowych, matrycach logicznych):
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Matryce logiczne opisujg, jak dla poszczegdlnych spéjnikow logicznych warto$é
logiczna zdania ztozonego zalezy od wartosci logicznych zdan, ktére sg potgczone
danym spojnikiem.
Zdania sprzeczne majg zawsze przeciwne wartosci logiczne.
Zdanie i jego asercja majg zawsze te same wartosci logiczne.
Koniunkcja jest prawdziwa witw, gdy oba jej czynniki sg prawdziwe.
Alternatywa jest fatszywa witw, gdy oba jej sktadniki sg fatszywe.
Alternatywa roztgczna jest prawdziwa witw, gdy doktadnie jeden jej skfadnik
jest prawdziwy.
Dysjunkcja jest prawdziwa witw, gdy co najwyzej jeden z jej czynnikow jest
prawdziwy.
Binegacja jest prawdziwa witw, gdy zaden z jej sktadnikdw nie jest prawdziwy.
Réwnowaznos¢ jest prawdziwa witw, gdy obie jej strony majg te samg warto$¢
logiczng.

» Implikacja jest fatszywa witw, gdy poprzednik jest prawdziwy a nastepnik

fatszywy.

UWAGA: prawdziwosc¢ implikacji oznacza, ze przy prawdziwym jej poprzedniku
prawdziwy jest tez jej nastepnik; natomiast przy fatlszywym poprzedniku — nastepnik
moze by¢ dowolny (a implikacja pozostaje prawdziwa) !!!
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ZADANIE 1
Okresl jakg wartos¢ logiczng majg ponizsze implikacje:
1) Jezeli Warszawa lezy nad Wistg, to Ksiezyc jest naturalnym satelitg Ziemi.
2) Jezeli Warszawa lezy nad Sekwanag, to Ksiezyc jest naturalnym satelitg Ziemi.
3) Jezeli dwa razy dwa rowna sie cztery, to Warszawa lezy nad Sekwang.
4) Jezeli Warszawa lezy nad Sekwanag, to Ksigezyc jest z piernika.
5) Jezeli Warszawa lezy nad Wistg, to Ksiezyc jest z piernika.
6) Jezeli wojen juz nie bedzie na $wiecie, to stonie zyjg w Afryce.
7) Jezeli Warszawa lezy nad Sekwang, to wojen juz nie bedzie na swiecie.

Funkcje prawdziwosciowe to funkcje okreslone na zbiorze wartosci logicznych {0,1}
o wartosciach w tym samym zbiorze.

Dwie powyzsze tabelki zerojedynkowe definiujg zatem pewne funkcje
prawdziwosciowe, odpowiednio jedno- i dwuargumentowe (w kolumnach dla ¢ i v
podane sg wartosci argumentéw, zas w pozostatych kolumnach - wartosci
poszczegodlnych funkcji prawdziwosciowych dla tych argumentow). Kazdemu
spojnikowi logicznemu odpowiada wiec pewna funkcja prawdziwosciowa.
Przyktadowo, jednoargumentowa funkcja f zdefiniowana przez réwnosci: f(0)=1 i
f(1)=0 odpowiada spdéjnikowi negacji, zas dwuargumentowa funkcja k zdefiniowana
przez réwnosci: k(0,0)=0, k(0,1)=0, k(1,0)=0, k(1,1)=1 odpowiada spojnikowi
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koniunkcji. Jak wida¢, funkcje prawdziwosciowe charakteryzujg semantyczne
wiasnosci spojnikdw logicznych (ekstensjonalnych).

Teoretycznie mozemy zajmowac sie jeszcze innymi spojnikami logicznymi,
opisywanymi przez pozostate funkcje prawdziwosciowe, nie wymienione w
powyzszych tabelkach; np. wszystkich mozliwych funkcji prawdziwosciowych
jednoargumentowych jest tyle, ile mozliwych uktadéw (wariacji z powtérzeniami) zer i
jedynek na dwoch miejscach, czyli 2%2=4. Tak wiec oprocz negacji i asercji,
opisanych w pierwszej tabelce, mozemy rozpatrywac¢ jeszcze dwa inne spdjniki
logiczne jednoargumentowe: verum (spojnik afirmacji) [ V | (jest tak lub nie jest tak,
Ze) i falsum (spojnik odrzucania) [ F ] (jest tak i zarazem nie jest tak, Z€).
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Z kolei wszystkich mozliwych funkcji prawdziwosciowych dwuargumentowych jest
tyle, ile mozliwych uktadéw (wariacji z powtorzeniami) zer i jedynek na czterech
miejscach, czyli 2+2%2%2=16. A zatem oproécz siedmiu wymienionych w drugiej
tabelce mozemy teoretycznie jeszcze rozwaza¢ dziewie¢ innych spojnikdw.
Wszystkie tego rodzaju spoéjniki nazywamy ekstensjonalnymi lub prawdziwosciowymi.

ZADANIE 2
Utworzy¢ tabele dla 3-argumentowej alternatywy zwyktej (prawdziwej witw., gdy co
najmniej jeden sktadnik jest prawdziwy).

Spéjnik logiczny nazywamy ekstensjonalnym (prawdziwosciowym) witw, gdy
wartosc¢ logiczna kazdego zdania zbudowanego przy uzyciu tego spojnika zalezy
tylko i wytgcznie (jednoznacznie) od wartosci logicznych zdan bedacych jego
argumentami.

Ekstensjonalnosc¢ jest cechg charakterystyczng wszystkich spojnikéw klasycznej
logiki zdan.

Spojnik logiczny nazywamy intensjonalnym (tresciowym) witw, gdy spojnik ten nie
jest ekstensjonalny.

Jesli w zdaniu ztozonym utworzonym przy pomocy spojnika ekstensjonalnego
zastgpimy jakies jego zdanie skladowym dowolnym innym zdaniem o tej samej
wartosci logicznej, to wartos¢ logiczna catego zdania ztozonego nie ulegnie zmianie.
Dla spgjnikow intensjonalnych owa wymienialnos¢ salva veritate, tj. z zachowaniem
wartosci logicznej, nie zachodzi, gdyz w ich przypadku wartos¢ logiczna zdania
zbudowanego przy ich pomocy zalezy raczej od tresci niz od warto$ci logicznej zdan
bedgcych ich argumentami.

PRZYKLADY
= spojniki ekstensjonalne — zdefiniowane w tabelkach zerojedynkowych;
3
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= spojniki intensjonalne jednoargumentowe
— aletyczne: jest moZliwe, Ze, jest konieczne, Ze,
— epistemiczne: Jan wierzy, Ze, jestem przekonany, Ze, wiadomo, Ze;
— deontyczne: jest nakazane, ze; jest dozwolone, Ze; jest zakazane to, Ze,
— temporalne: zawsze byfo tak, Ze, niekiedy bedzie tak, Ze.
= spojniki intensjonalne dwuargumentowe: poniewaz, zanim, od kiedy (since),
dopoki (until), a nastepnie, obowigzkowe jest to, Ze ... pod warunkiem, Ze ...

Nieklasyczne logiki zdaniowe - np. (aletyczne) Ilogiki modalne, logiki
epistemiczne, deontyczne, temporalne (takze wielowartosciowe i rézne inne).

ZADANIE 3

Okresl jakg wartos¢ logiczng posiada:

pierwszy z argumentow prawdziwej koniunkcji
drugi z argumentdéw fatszywej alternatywy zwyklej
poprzednik fatszywej implikacji

drugi z argumentdéw prawdziwej binegacji
nastepnik fatszywej implikacji

drugi z argumentdw fatszywej dysjunkciji

drugi z argumentdéw prawdziwej koniunkcji
pierwszy z argumentdw prawdziwej binegacji
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