RACHUNEK ZDAN 4

Tautologia to schemat zdan wytgcznie prawdziwych.

Kontrtautologia to schemat zdan wytgcznie fatszywych.

Pozostate formuty logiczne to tzw. formuty logicznie niezdeterminowane
(inaczej: formuty spetnialne)

Zdanie analityczne (prawda analityczna) to zdanie, ktére jest zawsze prawdziwe (na
mocy znaczen uzytych w nim wyrazen).

Prawda logiczna (zdanie logicznie prawdziwe) to zdanie, ktérego schematem jest
tautologia.

Logiczna prawdziwos¢ zdania zalezy wytgcznie od jego struktury i znaczen
wystepujgcych w nim statych logicznych (w KRZ — od spojnikdw logicznych i
odpowiadajgcych im tabelek prawdziwosciowych).

Zdanie kontranalityczne (zdanie kontradyktoryczne, fatsz analityczny) to zdanie,
ktore jest zawsze fatszywe (na mocy znaczen uzytych w nim wyrazen).

Falsz logiczny (zdanie logicznie fatszywe) to zdanie, ktérego schematem jest
kontrtautologia.

Zdanie syntetyczne to zdanie, ktérego warto$¢ logiczna nie moze by¢ ustalona bez
odwotywania sie do rzeczywistosci.

Wartosci logicznej zdan syntetycznych nie mozemy wyznaczy¢ odwotujgc sie
wylgcznie do regut okreslajgcych znaczenia uzytych w nim wyrazen. W odréznieniu
od zdan logicznie (a wiec koniecznie) prawdziwych/fatszywych sg one tylko
przygodnie prawdziwe/fatszywe.

ZADANIE 1
Okresl rodzaj zdania ze wzgledu na jego wartos¢ logiczng i sposob jej wyznaczania
(chodzi o rozréznienie analityczno-syntetyczne);
logiczng prawdziwos¢ lub fatszywos¢ zdania potwierdz metodg nie wprost.
1. Jesli Ania jest nizsza od Basi, to Basia jest wyzsza od Ani.
2. Jezeli Jan sktamat lub Piotr sktamalt, to jesli Jan nie sktamat, to sktamat Piotr.
3. Nieprawda, Ze jeZeli Kolumb nie odkryt Ameryki lub Marco Polo nie byt w
Ameryce, to nieprawda, Ze jednoczesnie Kolumb odkryt Ameryke i Marco Polo
byt w Ameryce.
Ewa poczestowata jabtkiem Adama i oboje zostali wygnani z raju.
5. Zaden adwokat nie jest prawnikiem.
6. Jezeli Kolumb odkryt Ameryke lub Marco Polo byt w Ameryce, to jesli Kolumb
odkryt Ameryke, to Marco Polo nie byt w Ameryce.
7. Brat bliZzniak Rafata ma tyle samo lat co Rafaft.
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Pojecia logiczne: implikowanie, wynikanie, wnioskowanie — sg rozne, lecz $cisle ze
sobg powigzane. Implikacja, jak juz wiemy, to zdanie ztozone zbudowane przy
pomocy spoéjnika implikacji. Poniewaz jest to funktor prawdziwosciowy, to wartos¢
logiczna implikacji zalezy wytgcznie od wartosci logicznych jej poprzednika i
nastepnika, a nie zalezy w zaden sposob od ich tresci. Np. implikacje Jesli Zyrafa jest
wieksza od myszy, to zebra jest ssakiem. uznajemy za prawdziwg, a co za tym idzie,
mozemy prawdziwie stwierdzi¢, ze zdanie Zyrafa jest wieksza od myszy. implikuje
zdanie Zebra jest ssakiem. Nie powiemy jednak, ze to drugie zdanie wynika z
pierwszego.

Wynikanie z jednego zdania drugiego zdania oznacza, ze prawdziwos¢ tego
pierwszego zdania pocigga za sobg prawdziwos¢ drugiego. Gwarantuje to
oczywiscie, ze prawdziwa bedzie implikacja, ktorej poprzednikiem jest pierwsze
zdanie, a nastepnikiem — drugie.

Relacja wynikania zachodzgca miedzy zdaniami wymaga jednak nie tylko
prawdziwosci utworzonej z nich implikacji, ale takze zachodzenia miedzy nimi
jakiegos zwigzku zapewniajgcego owg prawdziwosc¢, gwarantujgcego, ze drugie
zdanie nie moze by¢ fatszywe, o ile tylko pierwsze jest prawdziwe — jak np. w zdaniu:

Jesli zebra ma gruczoty mlekowe, to zebra jest ssakiem.

Ze zdania o wynika zdanie 3, gdy spetnione sg dwa warunki:

(1) zdanie postaci ,Jeslio. toB” jest prawdziwe,

(2) pomiedzy zdaniami o i B zachodzi pewien zwigzek o charakterze tresciowym
lub strukturalnym gwarantujgcy to, ze prawdziwos¢ zdania o pocigga za sobg
prawdziwos¢ zdania .

Jesli ze zdania o wynika zdanie B, to méwimy, Zze zdanie a jest racjg zdania 3, za$
zdanie 3 jest nastepstwem zdania o.

Warunek (1) oznacza, ze wynikanie zachodzi jedynie wowczas, gdy i racja, i
nastepstwo sg zdaniami prawdziwymi lub gdy racja jest fatszywa (a wtedy
nastepstwo — dowolne).

Warunek (2) wymaga, aby miedzy racjg a nastepstwem zachodzit jakis zwigzek.
Moze to by¢ np.:

e zwigzek o charakterze analitycznym, np. implikacja: Jesl Karol jest bratem
Izy, to Iza jest siostrg Karola. — jest prawdziwa ze wzgledu na sens uzytych w
niej stow. Méwimy wtedy o wynikaniu analitycznym.

e zwigzek o charakterze przyczynowo-skutkowym, np. Jesli temperatura spada
ponizej zera, to woda zamarza.

e zwigzek o charakterze strukturalnym, np. JeZeli dzis jest pigtek, to pojutrze
bedzie niedziela.

e zwigzek o charakterze tetycznym, tj. bedgcy konsekwencjg ustanowionych
norm, np. Jezeli ktos wyrzgdzit szkode drugiej osobie ze swojej winy, to
wedtug Artykutu 415 KC zobowigzany jest do jej naprawienia.

e zwigzek o charakterze logicznym, czyli szczegdlny przypadek zwigzku
analitycznego, w ktérym prawdziwos¢ odpowiedniej implikacji jest
konsekwencjg wylgcznie struktury logicznej racji i nastepstwa. Np.: JeZeli
Antek ma skrzypce i Antek ma flet, to Antek ma flet.

W tym przypadku méwimy o wynikaniu logicznym.

Ze zdania oo wynika logicznie zdanie 3 witw, gdy zdanie postaci
Jesli o to B” jest prawdg logiczna.
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Jezeli zdanie B wynika logicznie ze zdania a, to méwimy, ze o jest racjg logiczng
dla B, zas B jest nastepstwem logicznym a; ponadto mozna tez powiedzie¢, ze
o implikuje logicznie B.

Zeby sprawdzi¢, czy zdanie B wynika logicznie ze zdania a, nalezy oczywiscie
sprawdzic, czy formuta (A) — (B) (gdzie A i B to schematy zdan o i B) jest tautologig.
Jesli tak jest, to powiemy réwniez, ze formuta B wynika logicznie z formuty A. Fakt
ten oznaczamy: A F B.

ZADANIE 2
Sprawdz, czy z pierwszego zdania wynika logicznie drugie:
(@) 1. Jesli Jan jest zakochany, to jest zazdrosny.

2. Jesli Jan nie jest zazdrosny, to nie jest zakochany.

(b) 1. Pawet lubi tariczyc.
2. Ewa lubi tariczyc lub Pawet lubi tariczyc.

(c) 1. Stefan byt w Austrii lub Stefan byt we Wtoszech.
2. Jesli Stefan nie byt w Austrij, to Stefan byt we Wroszech.
1. Jesli Tomek zdat mature, to tata kupit mu skuter.
2. Tata kupit Tomkowi skuter.

(d)

W ogdinym przypadku mozemy tez mowi¢ o wynikaniu zdania ze zbioru zdan.

Ze zbioru zdan {aa,0,...,an} Wynika zdanie  witw., gdy spetnione sg dwa warunki:

(1) zdanie postaci ,Jeslhi aii oz /... fon toB” jest prawdziwe,

(2) pomiedzy zdaniami aa, o>, ..., an Oraz zdaniem  zachodzi pewien zwigzek o
charakterze tresciowym lub strukturalnym gwarantujgcy to, ze jednoczesna
prawdziwos¢ zdan ou, do, ... i an pocigga za sobg prawdziwos¢ zdania .

Np. ze zbioru zdan { Romek jest wyzszy od Olka, Olek jest wyzszy od Jarka, Jarek
jest wyzszy od Leszka } wynika zdanie Leszek jest nizszy od Romka.

Ze zbioru zdan {aa,02,...,an} Wynika logicznie zdanie B witw, gdy zdanie postaci
Jesli oaq iazi... ian to B”jest prawdg logiczng.

Jesli zdanie B wynika logicznie ze zbioru zdan, to koniunkcje tych zdan nazywamy
racjg logiczng zdania B3, a zdanie B — nastepstwem logicznym owej koniunkcji.

Np. ze zbioru zdan { Ewa lubi Adama, Ewa lubi jabtka } wynika logicznie zdanie Ewa
lubi Adama lub Ewa lubi jabtka. Natomiast z tego samego zbioru zdan nie wynika
logicznie zdanie Albo Ewa lubi Adama albo Ewa lubi jabfka.

Zeby sprawdzi¢, czy zdanie B wynika logicznie ze zbioru zdan {ou,az,...,an}, nalezy
oczywiscie sprawdzi¢, czy formuta (A1) A (A2) A ... A (An) — (B) (gdzie A1, Az, ..., Anii
B to odpowiednio schematy zdan a4, ao, ..., an i B) jest tautologiag. Jesli tak jest, to
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powiemy réwniez, ze formuta B wynika logicznie ze zbioru formut {A1,Az,...,An}. Fakt
ten oznaczamy: {AiA2,...,An} F B. Jesli n=1, to zamiast {A} F B mozemy
oczywiscie pisa¢ A F B. Jesli zas n=0, czyli B wynika logicznie ze zbioru pustego, to
piszemy F B, i oznacza to, ze B jest tautologia.

Formuta A jest tautologig witw, gdy wynika logicznie ze zbioru pustego:
FA wiw.,gdy GFA

Kazda tautologia wynika logicznie z dowolnego zbioru formut X:
Jesli FA, to X FA.

ZADANIE 3
() Sprawdz, czy zdanie Piotr przegrat wynika logicznie ze zbioru zdan:

{Jan wygraf, Jesli Jan wygrat, to Piotr przegrat }.

(b) Sprawdz, czy zdanie Ania ma indeks wynika logicznie ze zbioru zdan:
{Ania idzie na wyktad, Jesli Ania idzie na wykfad, to Ania jest studentkg,

Jesli Ania jest studentkg, to Ania ma indeks }.

Zdania o i B sg logicznie rébwnowazne witw, gdy zdanie postaci
.0 wtedy i tylko wtedy, gdy B” jest prawdg logiczna.

Zeby sprawdzi¢, czy zdania o i B sg logicznie réwnowazne, nalezy wiec sprawdzic,
czy formuta (A) <> (B) (gdzie A i B to schematy zdan o i ) jest tautologia.
Oczywiécie, logiczna rownowaznos¢ dwdch zdan oznacza, ze kazde z nich wynika
logicznie z drugiego.

ZADANIE 4
Sprawdz, czy pierwsze zdanie jest logicznie rwnowazne drugiemu:
(@) 1. Nieprawda, Ze jeZeli Jerzy jest zawodowym pitkarzem, to zawsze gra w
reprezentacji kraju.
2. Jerzy jest zawodowym pitkarzem, ale nie zawsze gra w reprezentacji kraju.

(b) 1. Udowodnig mu wine lub zostanie uniewinniony.
2. Jesli nie udowodnia mu winy, to zostanie uniewinniony.

ZADANIE 5
Sprawdz, czy sg logicznie rbwnowazne obie interpretacje znanej nam amfibolii:
Nieprawda, Ze uczyfes sie systematycznie i nie umiesz.

Zbidér zdan nazywamy semantycznie sprzecznym witw, gdy koniunkcja wszystkich
zdan z tego zbioru jest fatszem logicznym.

Oznacza to, ze nie jest mozliwe, aby wszystkie zdania z tego zbioru byty
jednoczesnie prawdziwe.
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Zbior formut jest semantycznie sprzeczny witw, gdy koniunkcja wszystkich
nalezgcych do niego formut jest kontrtautologig.

Zatem kazdy zbidr zawierajgcy dwie sprzeczne formuty jest zbiorem semantycznie
sprzecznym.

ZADANIE 6
Sprawdz (metodg zerojedynkowg nie wprost) czy zbior Y = {p, p—q, ~q} jest
zbiorem semantycznie sprzecznym.

Kazda formuta nalezgca do zbioru formut wynika logicznie z tego zbioru:
Jesli AeX, to X FA.

Zbiér formut jest semantycznie sprzeczny witw, wynikajg z niego
logicznie dwie formuty sprzeczne:

X EA oraz X E ~A.

Zbior formut jest semantycznie sprzeczny witw, gdy wynikajg z niego
logicznie wszystkie formuty.

ZADANIE 7
Sprawdz (metodg zerojedynkowg nie wprost) czy zbior zdan:
{ Jesli Adam sie zaszczepit, to nie zachorowaf,

Adam sie zaszczepil, ale zachorowat }
jest semantycznie sprzeczny.

Zatozmy, ze X jest dowolnym zbiorem formut KRZ, zas A i B to dowolne formuty
KRZ. Wéwczas zachodzg nastepujgce zaleznosci:

Semantyczne twierdzenie o dedukcji

Jesdli B wynika logicznie ze zbioru X i formuty A, to implikacjia A—B
wynika logicznie ze zbioru X:

Jesli XU{A}EB, to XEA—B.

Semantyczne odwrotne twierdzenie o dedukcji

Jesli implikacia A—B wynika logicznie ze zbioru X, to B wynika
logicznie ze zbioru X i formuty A:

Jesli XEA-B, to XU {A}EB.

WNIOSEK
XU {A} EB witw,gdy XFA — B.
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Semantyczne twierdzenie o dedukcji nie wprost

1. Zbiér formut X U {A} jest semantycznie sprzeczny witw, gdy X E ~A.
2. Zbior formut X u {~A} jest semantycznie sprzeczny witw, gdy X E A.

Zbiér jest wiec semantycznie sprzeczny witw, gdy jest w nim taka formuta, ze jej
negacja wynika z pozostatych formut tego zbioru.

Whnioskowanie to proces myslowy (rozumowanie), w ktorym od uznania pewnych
zdan (zwanych przestankami) dochodzi sie do uznania kolejnego zdania (zwanego
wnioskiem).

Nalezy tu podkresli¢, ze implikacja, wynikanie i wnioskowanie stanowig zupetnie
odrebne pojecia. Cho¢ implikacja stanowi podstawe wynikania, a cze$¢ wnioskowan
opiera sie na wynikaniu, pojecia te sg jednak rozne i nie nalezy ich ze sobg mylic.
Przede wszystkim wynikanie jest zwigzkiem (miedzy zdaniami) o charakterze
obiektywnym, co oznacza, ze zachodzi on miedzy zdaniami niezaleznie od tego, czy
ktos zdaje sobie z tego sprawe, czy nie. Z kolei wnioskowanie ma charakter
subiektywny, gdyz jest procesem zachodzgcym w danym momencie w czyjejs
Swiadomosci. Ponadto nie mozna utozsamia¢ racji z przestankg, a nastepstwa z
wnioskiem — istniejg bowiem takie wnioskowania, w ktérych przestankg jest
nastepstwo, a wnioskiem racja. W dodatku istniejg tez takie wnioskowania, ktérych
podstawg w ogole nie jest zachodzenie zwigzku wynikania miedzy zdaniami.

Whnioskowanie jest niezawodne witw, gdy jest niemozliwe, aby wszystkie
przestanki byty prawdziwe, a wniosek fatszywy.

Whnioskowanie jest niezawodne wtedy, gdy jest oparte na wynikaniu, tj. gdy wniosek
wynika z przestanek — czyli gdy przestanki sg racjg, a wniosek nastepstwem.

Pojecie wnioskowania mozemy sformalizowac, traktujgc je jako pare uporzgdkowang
(X, B), gdzie X={0u,0,...,an} to zbiér zdan (przestanek), a B to zdanie (wniosek).
Formalng reprezentacjg wnioskowania jest jego schemat wnioskowania (reguta
wnioskowania, reguta inferenciji), czyli cigg formut logicznych, bedgcych schematami
kolejnych przestanek i wniosku. Jesli A1, A2, ..., An i B to odpowiednio schematy zdan

o1, O2, ..., on I B, to schemat odpowiedniego wnioskowania zapisujemy w takiej
formie:

A1

A2

An lub A1, Az,..., An

B B

Schemat wnioskowania jest niezawodny witw, gdy Zzadne wnioskowanie, ktére
wedtug niego przebiega, nie moze mieé¢ jednoczesnie prawdziwych przestanek i
fatszywego wniosku.
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Innymi stowy, schemat wnioskowania jest niezawodny, gdy kazde wnioskowanie,
ktore wedtug niego przebiega, o ile ma prawdziwe przestanki, to réwniez ma
prawdziwy wniosek.

Schemat nazywamy zawodnym, gdy nie jest niezawodny.

Oczywiscie wnioskowania, ktére przebiegajg wedtug schematéw niezawodnych sg
niezawodne. Natomiast wedtug schematéw zawodnych mogg przebiega¢ zaréwno
wnioskowania zawodne, jak i niezawodne.

Zauwazmy, ze jesli wniosek wynika logicznie z przestanek, to gwarancja
prawdziwosci przestanek jest zarazem gwarancjg prawdziwosci wniosku. Innymi
stowy, takie wnioskowanie jest niezawodne. Istotnie bowiem, skoro implikacja
(A1) A (A2) A ... A (An) > (B) jest tautologia, to prawdziwos¢ jej poprzednika (a wiec
wszystkich przestanek) pocigga za sobg w sposdb konieczny prawdziwosé jej
nastepnika (czyli wniosku); méwi o tym prawo odrywania.

Schemat wnioskowania jest niezawodny witw, gdy
wniosek wynika logicznie z przestanek.

Whnioskowanie, w ktérym wniosek wynika logicznie z przestanek nazywa sie
wnioskowaniem dedukcyjnym.

Whnioskowanie dedukcyjne jest oczywiscie niezawodne.

ZADANIE 8
Sprawdz, czy ponizsze wnioskowania sg dedukcyjne.

1. Cwiczenia z logiki prowadzi Lipowska, a cwiczenia z matematyki prowadzi Lapis.
Zatem nieprawda, Ze ani Lipowska nie prowadzi cwiczern z logiki, ani Lapis nie
prowadzi cwiczer z matematyki.

2. Jesli masz paszport i postarasz sie o wize, to jestes uprawniony do wjazdu do
USA.
Zatem skoro masz paszport, a nie masz prawa wjechac do USA, to brak ci wizy.

3. Jesli student nie lubi logiki, to twierdz, ze ma zainteresowania humanistyczne i
uwaza, ze znajomosc logiki jest humanistom niepotrzebna.
Zatem jesli student twierdzj, Zze ma zainteresowania humanistyczne, to uwaza, ze
znajomosc logiki jest humanistom niepotrzebna.

4. Jesli nauka logiki przychodzi studentowi zbyt fatwo lub sprawia zbyt wiele
trudnosci, to student uwaza logike za nieciekawa.
Zatem jesli nauka logiki przychodzi studentowi zbyt fatwo, to student uwaza
logike za nieciekawa.

5. Jesli Jan byt w pracy, to spotkat Piotra.
Jan nie spotkat Piotra.
Zatem Jan nie byt w pracy.
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6. JeZeli Janek uczy sie pilnie, to otrzymuje dobre stopnie.
Jezeli Janek nie otrzymuje dobrych stopni, to traci humor.
Janek nie traci humoru.

Zatem Janek uczy sie pilnie.

7. JeZeli Marek jest zdolniejszy od Adama, a Adam ma lepsze wyniki w nauce, to
Marek mogtby uczyc sie pilniej.
Marek nie mogtby uczyc sie pilnie.
Adam ma lepsze wyniki w nauce.
Zatem Marek nie jest zdolniejszy od Adama.

8. Jesli Pawet nie bedzie systematycznie grat na loterij, to nie wygra.
Jesli Pawet bedzie systematycznie grat na loterfi, to musi znaleZz¢ dodatkowe
Zrodto dochodow.
Jesli Pawet nie wygra na loterij, to musi znalez¢ dodatkowe Zrodto dochodow.
A zatem Pawet musi znalez¢ dodatkowe Zrodfo dochodow.

9. Mateusz jest podwtadnym Jarka.
JeZeli Mateusz jest inteligentniejszy od Jarka, a jest jego podwtadnym, to Jarek
czuje sfe zagrozony.
Lecz Mateusz nie jest inteligentniejszy od Jarka.
Zatem Jarek nie czuje sie zagrozony.

10. Jesli Zbyszek nie bedzie schilebiat Jarkowi, to straci posade.
Jesli Zbyszek straci posade, to popadnie w ktopoty finansowe.
Jezeli Zbyszek bedzie schiebiat Jarkowi, to straci dobrg opinie.
Zatem Zbyszek popadnie w kfopoty finansowe lub straci dobra opinie.”

Mowimy, ze:

Reguta wnioskowania zachowuje tautologicznosé witw, gdy:
jesli wszystkie przestanki sg tautologiami, to i wniosek jest tautologig.

Kazda reguta niezawodna zachowuje tautologicznosé.

* Cze$¢ zadan pochodzi z ,,Cwiczen z logiki” B. Stanosz.
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