RACHUNEK ZDAN 6

Systemy aksjomatyczne

Do rozstrzygania, ktore formuty rachunku zdan sg tautologiami, czyli prawami logiki,
stosowa¢ mozemy trzy rodzaje metod:
1) metody matrycowe (zero-jedynkowe — wprost i nie wprost) — SEMANTYCZNE,

2) metode aksjomatyczna, }
3) metode zatozeniowa. SYNTAKTYCZNE

Budujgc rachunek zdan jako system formalny — system dowodzenia, inaczej system
dedukcyjny — stosuje sie metode zatozeniowg Ilub aksjomatyczng. System
dowodzenia to okreslony jezyk (zbior formut logicznych) wyposazony w aparature
dedukcyjng, czyli zestaw regut dowodzenia (regut wnioskowania, regut
inferencyjnych) i ewentualnie aksjomaty (tylko w metodzie aksjomatycznej).

Dziatajgc na formutach w sposdb czysto syntaktyczny, czyli zalezny wytgcznie od ich
budowy, przeksztatcamy je sukcesywnie w inne formuty zgodnie z przyjetymi
regutami. Uzyskane tak ciggi formut stanowig tzw. dowody formalne. Twierdzeniami
danego systemu sg te formuty, ktére mozna w ten sposdb udowodnié.

Sformalizowany aksjomatyczny system rachunku zdan sktada sie z:
1. zbioru symboli (zwanego alfabetem),
2. zbioru stéw nad tym alfabetem (ktére nazywamy formutami),
3. wyréznionego podzbioru formut (ktére nazywamy aksjomatami),
4. zbioru regut dowodzenia.

Reguty dowodzenia to zasady wyprowadzania jednych formut z innych, czyli
tworzenia dowodow.

Twierdzeniami systemu aksjomatycznego sg tylko te formuty, ktére mozna
wyprowadzi¢ (wywiesé¢) z aksjomatow (tworzgc ich dowdd formalny).

Dowodem formuly jest kohczgcy sie tg formutg cigg formut, w ktérym wystepuja
jedynie aksjomaty, wczesniej udowodnione twierdzenia oraz formuty otrzymane z
formut poprzedzajgcych je w tym ciggu przez zastosowanie do nich regut
dowodzenia.

Twierdzenia (inaczej tezy) danego systemu aksjomatycznego to te formuty, dla
ktoérych istnieje ich dowdd.

Aksjomaty nazywa sie tez twierdzeniami_pierwotnymi, za$ pozostate dowodliwe
formuty — twierdzeniami pochodnymi (albo wtornymi).

Twierdzenia oznaczamy symbolem: |+ .

Napis: F A czytamy wiec: formuta A jest tezg (czyli twierdzeniem) w danym
systemie dowodzenia.

System dowodzenia nazywamy trafnym, gdy wszystkie twierdzenia tego systemu
sg tautologiami, tj., gdy dla dowolnej formuty A zachodzi:

Jezeli FA, to EA.
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W systemach aksjomatycznych jako reguty dowodzenia przyjmuje sie zwykle regute
podstawiania i regute odrywania, ewentualnie regute zastepowania.

» (RO) reguta odrywania:

A—>B A i B to zmienne
A metajezykowe, za ktére mozna
B podstawia¢ dowolne formuty

Jesli do dowodu nalezg dwie formuty: implikacja i osobno jej poprzednik, to wolno
dotgczy¢ do dowodu jej nastepnik.

> (RP) reguta podstawiania:
_A
A [pi/ B]

Jesli do dowodu nalezy formuta (tu: A), to wolno dotgczy¢é do dowodu wynik operaciji
podstawienia, polegajgcej na zastgpieniu wszystkich wystgpien pewnej zmiennej
zdaniowej w tej formule (tu: pi) przez ustalong formute (tu: B).

> (RZ) reguta zastepowania:
_ A
A[B\C]

Jesli do dowodu nalezy formuta (tu: A), to wolno dotgczy¢é do dowodu wynik operaciji
zastgpienia w tejze formule pewnej jej (poprawnie zbudowanej) podformuty (tu: B)
formutg C.

Semantyczne twierdzenie o podstawianiu

Jezeli dana formuta rachunku zdan jest tautologig i wszystkie wystgpienia pewnej
zmiennej zdaniowej w tej tautologii zastgpimy pewng ustalong formutg, to otrzymana
w ten sposéb formuta réwniez bedzie tautologig.

Semantyczne twierdzenie o zastepowaniu

Jezeli w danej formule zastgpimy pewng jej podformute zdaniem logicznie
rbwnowaznym tej podformule, to otrzymana w ten sposéb formuta bedzie logicznie
réwnowazna danej formule.

W szczegolnosci, jesli dana formutfa jest tautologig, to formuta wynikowa réwniez
bedzie tautologig.

Semantyczne twierdzenie o odrywaniu

Dla kazdej tautologii w formie implikacji, ktérej poprzednik réwniez jest tautologia,
nastepnik takze jest tautologig.

Jak widac, stosujgc trzy ww. reguty, zarbwno osobno jak i tgcznie, bedziemy zawsze
przechodzi¢ od tautologii do tautologii — dlatego méwimy o nich, ze zachowujg
tautologicznos¢.
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Pierwszg aksjomatykg logiki klasycznej byt uktad aksjomatow zaproponowany przez
G. Fregeqo:

(1) p—>(9—p)

(2) (p—(g—n) = ((P—a)—>(p—1)

(3) (p—>(g—1) = (@—>(p—1))

(4) (p—q) = (~g—>~p)

(5) p—>~~p

(6) ~~p—p

Natomiast system A. N. Whiteheada i B. Russella ze stynnej ,Principia mathematica”
nie jest implikacyjno-negacyjny, lecz alternatywno-negacyjny:

(1) ~(pvp) v p

(2) ~p v (pva)

(3) ~(pva) v (qvp)

(4) ~(~pva) v (~(rvp) v (rva))

Z kolei system dysjunkcyjny J. Nicoda oparty jest na tylko jednym aksjomacie:

(el (@) () 1 ((sta)1((pls)1(pls)))

Jan tukasiewicz zaproponowat ukfad trzech aksjomatow:
(A1) (p—0) — ((a—n)—>(p—1))

(A2) (~p—p) > Pp
(A3) p - (~p—0)

Terminy state wystepujgce w aksjomatach (np. w systemie tukasiewicza symbole
implikacji i negacji) zwane sg terminami pierwotnymi. Za ich pomocg mozemy
definiowac¢ nowe, zwane terminami pochodnymi lub wtdrnymi. Definicje tworzymy w
oparciu o prawa zastepowania (eliminacji), np.:

(D1) (AvB)=(~A—>B)
(D2) (AAB)=~A—>~B)
(D3) (A< B)=~[(A—>B)—>~B—>A)]
Stosujgc w dowodach regute zastepowania, ktéra pozwala zastgpi¢ podformute jej

réwnowaznikiem definicyjnym, zyskujemy mozliwo$¢ dowodzenia twierdzen takze
z takimi spdjnikami, ktore nie wystepujg w aksjomatach.

Oczywiscie ten sam efekt mozna uzyska¢ budujgc bogatsze systemy: przyjmujgc
obszerniejszy alfabet oraz aksjomaty zawierajgce wszystkie interesujgce nas terminy
state. Rozbudowujgc aksjomatyke, unikniemy definicji i reguly zastepowania,
upraszczajgc zarazem dowody. Oto przyktad takiej aksjomatyki:

(1) (p—a) = ((g—1) = (p—1))

(2) (p—>(p—0q)) = (p—0)

3 p—(d—p)

(4) prg—p

(5) prg—q

(6) (p—a) = ((p—1) = (p— (9AD)))
(7) p—(pva)

(8) g— (pva)
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9) (p—=1) — ((9—1) — ((pva) —1)))
(10) (p<>q) — (p—0q)

(11) (p<>q) — (9—p)

(12) (p—q) = ((g—p) — (p<>q))
(13) (~q—>~p) — (p—0q)

Systemy zalozeniowe

W systemach zatozeniowych nie korzysta sie z aksjomatéw, do dyspozycji pozostajg
nam wiec tylko reguty dowodzenia, zgodnie z ktérymi przeprowadza sie dowody
zatozeniowe, wywodzgc (wyprowadzajgc) jedne formuty z innych. Kazdy dowdd
zaczyna sie od wypisania stosownych zatozen, a nastepnie postugujgc sie
dostepnymi regutami dowodzenia dopisuje sie kolejne formuty. Dowdd konczy sie po
uzyskaniu w ten sposob odpowiedniej konkluzji, ktérej posta¢ zalezy od rodzaju
dowodu (wprost lub nie wprost).

Poniewaz ten sposéb dowodzenia jest najbardziej zblizony do sposobdéw
stosowanych zaréwno w poszczegolnych dyscyplinach naukowych, jak i w
rozumowaniach potocznych, metode zatozeniowg okreSla sie czesto mianem
dedukcji naturalnej, a systemy zatozeniowe logiki okresla sie tez mianem systemoéw
logiki naturalnej.

Niech dany bedzie pewien zbiér formut logicznych (zwanych zatozeniami)
{As, Az, ..., An} oraz formuta B (zwana wnioskiem).

Dowodem zatozeniowym wprost wniosku B z zatozen Ai, A, ..., An jest ciag formut

logicznych, spetniajgcy nastepujgce warunki:

1. Pierwszymi formutami dowodu sg jego zatozenia.

2. Kazda nastepna formuta jest albo wczesniej udowodnionym twierdzeniem, albo
formutg otrzymang z poprzedzajgcych jg formut przy uzyciu dopuszczalnych regut
dowodzenia.

3. Ostatnig formutg dowodu jest wniosek.

Jesli istnieje dowdd wniosku B z zatozen {Ay, A, ..., An}, to méwimy, ze formuta B

jest dowodliwa (wyprowadzalna) ze zbioru formut {As, A;, ..., An}, co zapisuje sie
symbolicznie:
{As, Az, ..., An} B
Ponadto wéwczas mowimy, ze formuta:
AiA AoA ... AAN—> B
oraz rownowazna jej formuta:

Al—> (A2—> ... (Ah—>B)...)
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sg twierdzeniami (tezami) danego systemu zatozeniowego, coO zapisujemy

symbolicznie: F AiA Az ... A An—B.

Dla odpowiednio dobranych regut dowodzenia mozna pokazaé, ze jesli B jest
dowodliwe ze zbioru  {Ai A, ..., An}, to B  wynika logicznie ze zbioru

{As, A, ..., An}, czylic
jesli {As, As, ..., Ak F B, to {Ay, Ao, ..., An} E B.

Zatem wszystkie twierdzenia takiego systemu sg tautologiami:
jesli HFA to FA,
czyli system jest trafny.

Aby to zapewni¢, reguly dowodzenia muszg prowadzi¢ zawsze od formut
prawdziwych do formut prawdziwych, czyli muszg by¢é oparte na niezawodnych
schematach wnioskowania (innymi stowy, odpowiadajg tautologiom w postaci
implikaciji).

Systemy zatozeniowe mozna budowac¢ na rozne sposoby, okreslajgc dla nich rozne
zestawy regut dowodzenia.

Tutaj przyjmiemy nastepujgcy zbior pierwotnych requt dowodzenia (tj. uznawanych
bez dowodu):

> (RO) reguta odrywania:
A—B
A

B

Jesli do dowodu nalezg implikacja i jej poprzednik, to wolno dotgczy¢ do dowodu jej
nastepnik.

» (DK) reguta dotgczania koniunkgciji:
A
B

AAB
Jesli do dowodu nalezg dwie formuty, to wolno dotgczy¢ do dowodu ich koniunkcije.

» (OK) reguta opuszczania koniunkciji:
AAB AAB

A B

Jesli do dowodu nalezy koniunkcja, to wolno dotgczy¢ do dowodu dowolny czynnik
tej koniunkcji.

> (DA) reguta dotgczania alternatywy:
A B

Av B AvB

Jesli do dowodu nalezy formuta, to wolno dotgczy¢ do dowodu jej alternatywe z
dowolng formuta.
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> (OA) reguta opuszczania alternatywy:

Av B AvB
~A ~B
B A

Jesli do dowodu nalezg alternatywa i negacja jej jednego sktadnika, to wolno
dotgczy¢ do dowodu drugi sktadnik alternatywy.

> (DR) reguta dotgczania rownowaznosci:
A—B
B—>A
AoB

Jesli do dowodu nalezg dwie implikacje, prosta i odwrotna, to wolno dofgczy¢ do
dowodu odpowiadajgcg im rownowaznosc.

» (OR) reguta opuszczania rownowaznosci:
Ao B Ao B

A—->B B—->A

Jesli do dowodu nalezy rownowaznos¢, to wolno dotgczyé do dowodu
odpowiadajgcg jej implikacje prosta, jak tez odwrotna.
> (RT) reguta transpozycji:

A—B

~B—o>~A
Jesli do dowodu nalezy implikacja prosta, to wolno dotgczy¢ do dowodu
odpowiadajgcg jej implikacje przeciwstawng.

Do systemu zatozeniowego zwykle wprowadza sie dodatkowe, tzw. wtérne reguty
dowodzenia. Mianowicie, jesli udowodni sie twierdzenie w postaci implikacji A—B, to
mozna do systemu wprowadzi¢ jako wtorng regute dowodzenia regute postaci:

A

B

ktéra pozwala dotgczy¢é do dowodu wyrazenie w formie nastepnika tej implikacji, o ile
w dowodzie znajdzie sie wyrazenie w formie jej poprzednika.

Np. jesli udowodnimy w danym systemie twierdzenie

(p—0a) A (1) = (p—1)
(prawo sylogizmu hipotetycznego), to wolno nam dotgczy¢ do tego systemu jako
wtorng regute dowodzenia:

» (RSH) regute sylogizmu hipotetycznego

A—B
(A—>B)A(B—C) B—C
A—>C A—->C

Dowody zapisuje sie jako ciggi formut w kolejnych numerowanych wierszach,
podajgc za nimi w nawiasach uzasadnienie ich dotgczenia do dowodu.
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Dowdd wprost zaczyna sie od wypisania wszystkich zatozen, natomiast konczy¢ sie
powinien wnioskiem.

Jesli udowodni¢ nalezy twierdzenie w postaci implikacji: A1 — (A2— ... (An— B)...),
to zatozeniami bedg wszystkie kolejne poprzedniki A1, Ao, ..., An, @ wnioskiem B.

ZADANIE 3
Pokaz, ze ponizsze formuly sg twierdzeniami zdefiniowanego powyzej systemu
zatozeniowego (przeprowadzajgc ich dowody zatozeniowe wprost).

(@) (p—>a) A (g—r1) = (p—r)

(b) (p—q) — [(g—1) = (p—1)]

(€) Prg—->nN—>[p->(@->n)]
(d Pp>@->nN>@PEArqg—>T)
(e) (prg—>nNo[p—> (-]
(f) [(p—a) A (p—>N] = [p — (gar)]
(9) [P A(@->n] > [(prg) > 1]

(h) [p A (@—=n] = [g = (pAn)]

Jesli istnieje dowdd zatozeniowy wprost zdania z pewnych zatozen,
to zdanie to wynika logicznie z owych zatozen.

ZADANIE 4
Przeprowadzajgc dowdd zatozeniowy wprost pokaz, Zze ponizszy schemat
wnioskowania jest niezawodny.

pP—>q

pvr

~q

r
ZADANIE 5
Przeprowadzajgc dowodd zatozeniowy wprost pokaz, ze wnioskowanie 0 ponizszym
schemacie jest dedukcyjne.
N
Y
q

r

ZADANIE 6
Czy nastepujgce wnioskowanie jest dedukcyjne?

Jezeli pracuje, to zarabiam pienigdze.
Jezeli nie pracuje, to jestem szczesliwy.
Dlatego jezeli nie zarabiam pieniedzy, to jestem szczesliwy.

ZADANIE 7
Rozwigz ponizszg zagadke:
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Telewizor zepsuta Ania lub Basia.

Basia nie mogta jednoczesnie czytac i zepsuc.
Nieprawaa, Ze Basia nie czytafa.

Kto zepsut telewizor?

Dowodem zatozeniowym nie wprost wniosku B z zatozen Ai, A, ..., An jest cigg

formut logicznych, spetniajgcy nastepujgce warunki:

1. Pierwszymi formutami dowodu s3 jego zatozenia oraz tzw. zatozenie dowodu nie
wprost (z.d.n.) w formie negacji wniosku (tj. ~B).

2. Kazda nastepna formuta jest albo wczesniej udowodnionym twierdzeniem, albo
formutg otrzymang z poprzedzajgcych jg formut przy uzyciu dopuszczalnych regut
dowodzenia.

3. Ostatnig formutg dowodu jest formuta sprzeczna 2z jakas formutg jg
poprzedzajgca.

Wystgpienie sprzecznosci w dowodzie oznacza, ze jakie$ zatozenie jest fatszywe;
a zatem pokazujemy w ten sposob, Ze jesli prawdziwe sg zatozenia A, A,, ..., An, tO
musi by¢ fatszywe zatozenie dowodu nie wprost (tj. ~B) — czyli wniosek B musi by¢
prawdziwy.

ZADANIE 8
Pokaz, ze ponizsze formuty sg twierdzeniami zdefiniowanego powyzej systemu
zatozeniowego, przeprowadzajgc ich dowody nie wprost.

(@) (P> A~q—>~p

(b) ~p—p

() p>~p
(d)~(pva) <> ~pAa~q
(e)~prg)>~pv~q

(f) pv~p

(9) ~a—>~p)—>(pP—0a)

(h) (~pva)—>(p—aq)

(i) (PArg—>1)—>(PA~r—~a)

Jesli istnieje dowdd zatozeniowy nie wprost zdania z pewnych zatozen,
to zdanie to wynika logicznie z owych zatozen.

ZADANIE 9
Wykaz niezawodnos$¢ ponizszych schematéw wnioskowania przeprowadzajgc ich
dowody nie wprost.

(a) p—q
pvr
~q
r
(b) pA~—~q

pAdg




