RACHUNEK ZDAN 7

Wiasnosci metalogiczne systeméw dowodzenia

Metalogika, metamatematyka — dziaty nauki, w ramach ktérych bada sie teorie,
odpowiednio logiczne i matematyczne, w szczegolnosci wiasnosci systemow
dowodzenia (systeméw dedukcyjnych).

Mowimy, ze formuta A jest wyprowadzalna (dowodliwa, dedukowalna) ze zbioru
formut X, co oznaczamy symbolicznie: X FA ,
witw, gdy istnieje skonczony cigg formut, w ktérym ostatnig formutg jest formuta A, za$

wszystkie pozostate sg albo formutami ze zbioru X, albo aksjomatami, albo powstaty z
poprzedzajgcych je formut przez zastosowanie dopuszczalnych regut wnioskowania.

Zbioér X = {A1, Az, ..., An} (gdzie A1, Az, ..., An to formuty) nazywamy zbiorem zatozen.

WNIOSEK

Formuta A systemu aksjomatycznego rachunku zdan jest wyprowadzalna
ze zbioru pustego witw, gdy jest twierdzeniem tego systemu:

DA & FA

Zatozmy, ze X jest dowolnym zbiorem formut KRZ, zas A i B to dowolne formuty
KRZ. Zachodzi wéwczas nastepujgce metatwierdzenie, opisujgce wazng wiasnosé
relacji wyprowadzalnosci:

Syntaktyczne twierdzenie o dedukcji

Formuta B jest wyprowadzalna ze zbioru X i formuty A witw, gdy
implikacja A—B jest wyprowadzalna ze zbioru X:

Xu{A} B witw,gdy X A — B.

Zauwazmy petng analogie tego syntaktycznego twierdzenia o dedukcji do
semantycznego twierdzenia o dedukcji, opisujgcego wiasnosci relacji wynikania
logicznego.

Podstawowe wtasnosci (metalogiczne) systemoéw dowodzenia:

System dowodzenia nazywamy trafnym, jesli wszystkie twierdzenia danego systemu
sg tautologiami, tj. gdy dla dowolnej formuty A zachodzi:

FA > FA

System dowodzenia nazywamy semantycznie pelnym, gdy mozna w nim
udowodni¢ kazdg tautologie, tj., gdy dla dowolnej formuty A zachodzi:

FA > FA

Dla kazdego (z osobna) z omawianych przez nas wczesniej systeméw mozna
udowodnié¢ (metalogiczne) tzw. twierdzenie o petnosci:
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Formuta A danego systemu dowodzenia rachunku zdan jest jego
twierdzeniem witw, gdy jest tautologia:

FA & FEA

Zatem wszystkie te systemy sg trafne i semantycznie petne.
Jak wida¢, w przypadku rachunku zdan tautologicznos¢ (jako witasnosc
semantyczna) i dedukowalnos¢ (jako wtasnos¢ syntaktyczna) pokrywaja sie.

System dowodzenia hazywamy systemem syntaktycznie niesprzecznym witw, gdy
nie istnieje zadna formuta taka, ze zaréwno jg, jak i jej negacje mozna udowodni¢ w
ramach tego systemu — czyli gdy dla Zzadnej formuty A nie moze jednoczesnie
zachodzi¢, ze: +A oraz F~A.

tatwo jest udowodni¢ nastepujgce metatwierdzenie:

Kazdy semantycznie petny system rachunku zdan
jest systemem syntaktycznie niesprzecznym.

WNIOSEK: omoéwione przez nas systemy, jako semantycznie petne, sg réwniez
syntaktycznie niesprzeczne.

Zbior formut X nazywamy zbiorem syntaktycznie sprzecznym witw, gdy istnieje taka
formuta A, ze zaréwno jg, jak i jej negacje mozna wyprowadzi¢ z tego zbioru, czyli
XFA oraz X F~A.

Syntaktyczne twierdzenie o dedukcji nie wprost

1. Zbior X u {A} jest syntaktycznie sprzeczny witw, gdy X F ~A.
2. Zbior X u {~A} jest syntaktycznie sprzeczny witw, gdy X FA.

| zndbw mozna zauwazy¢ petng analogie tego twierdzenia do semantycznego
twierdzenia o dedukcji nie wprost.

System jest negacyjnie zupetny, gdy dla kazdego zdania,
albo ono, albo jego negacja jest twierdzeniem systemu:

albo - A, albo F~A .

Systemy dowodzenia KRZ nie sg negacyjnie zupetne.

System dowodzenia nazywamy syntaktycznie zupetnym,
gdy kazda formuta niedowodliwa w tym systemie
dotagczona do niego jako aksjomat — czyni go systemem sprzecznym.

Wtiasnos¢ ta, zwana tez mocng zupetnoscig, albo zupetnoscig w sensie Posta,
oznacza, ze jest to maksymalny system niesprzeczny.
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Udowadnia sie tez nastepujgce twierdzenie:

Kazdy semantycznie petny system rachunku zdan z regutg odrywania i
regutg podstawiania jest zupetny.

Whiosek: oméwione przez nas systemy dowodzenia sg syntaktycznie zupetne.

Dwa systemy dowodzenia nazywamy rownowaznymi, gdy majg identyczne zbiory
formut i twierdzeh oraz dowolna reguta pierwotna kazdego z systemow jest regutg
(pierwotng lub wtérng) drugiego systemu.

Systemy rébwnowazne majg identyczne wtasnosci (petnosc, niesprzecznosc itd.).
Mozna pokazaé, ze poznane przez nas systemy sg (wzajemnie) rownowazne.

System dowodzenia jest rozstrzygalny, jezeli istnieje efektywna metoda pozwalajgca
w skonczonej liczbie krokow rozstrzygngc dla dowolnej formuty pytanie, czy ta formuta
jest czy tez nie jest twierdzeniem tego systemu.

Systemy dowodzenia rachunku zdan sg rozstrzygalne, gdyz dysponujemy np. metodg
zero-jedynkowg (a takze innymi, jak sprowadzanie formuty do postaci normalnej czy
metoda drzew semantycznych).

Méwimy, ze system dowodzenia rachunku zdan jest funkcjonalnie zupelny (albo
definicyjnie petny), gdy za pomocg jego terminéw pierwotnych moze by¢ zdefiniowany
kazdy funktor prawdziwosciowy rachunku zdan (o dowolnej liczbie argumentéw).

Mozna udowodnié np., ze system z koniunkcjg i negacjg jest funkcjonalnie zupetny, a
system z koniunkcjg i alternatywg (jako jedynymi terminami pierwotnymi) — nie jest
funkcjonalnie zupetny. Co wiecej, z takich dowodow widaé, ze witasnosc¢ funkcjonalne;
zupetnosci nie zalezy wcale od aksjomatyki czy regut wnioskowania, a jedynie od
samych terminéw pierwotnych.

Zbiér aksjomatéw jest niezalezny, jezeli zaden z nich nie da sie wywies¢ z
pozostatych (wedtug przyjetych w systemie regut wnioskowania).

Zbiér termindw pierwotnych jest niezalezny, gdy zaden z tych terminéw nie moze by¢
zdefiniowany przez pozostate.

Np. aksjomatyki systemow tukasiewicza czy Whiteheada sg niezalezne.
Systemy implikacyjno-negacyjne czy alternatywno-negacyjne majg terminy pierwotne
niezalezne.
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Dualnos¢ formut rachunku zdan.
Niech formuta F zawiera jedynie spdjniki negacji, koniunkcji i alternatywy.

Niech Fq oznacza formute powstajgcg z F przez zastgpienie w niej wszedzie symbolu
koniunkcji przez symbol alternatywy i odwrotnie. Formute Fa nazywamy dualng
wzgledem formuty F.

Niech F* oznacza formute otrzymang z formuty F przez zastgpienie w niej kazdej
zmiennej przez jej negacje.

Prawo dualnosci méwi, ze:

Formuty F* i ~Fq sg logicznie réwnowazne (tzn. formuta ~F4 <> F* jest
tautologia).

Inne uzyteczne twierdzenia dotyczgce formut dualnych moéwig, ze:

Jezeli formuta F—Q jest tautologig, to formuta Qi—Fq4 tez jest tautologig. ‘

Jezeli formuta F<>Q jest tautologig, to formuta Fa<>Qu tez jest tautologig.



